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1. Uvod

Obor komplexnich cisel je jednou z nejabstraktnéjsich oblasti matematiky;,
ktera se probira na stfednich skolach. I z toho divodu déla zakiim mnohdy velké
potize. Nanestésti se na stfedni Skole c¢asto probere pouze zakladni aritmetika,
a prechod k vysokoskolské latce je pak problematicky. Soucasnd literatura tyka-
jici se komplexnich ¢isel je bud striktné sttedoskolskd, anebo predpokldda znalost
stredoskolské latky, na kterou navazuje. Gymnazialni u¢ebnice nenabizeji zdtvod-
zaci museji zapamatovat. Zejména jde o zavedeni odmocniny, exponencialni tvar
komplexnich ¢isel, zakladni vétu algebry a mnoha dalsi tvrzeni. Dalsim problé-
mem soucasnych textli je nejasna motivace k zavedeni nového ciselného oboru,
¢imz se latka stava jesté méné srozumitelnou.

Cilem této prace je propojit stredoskolské poznatky s vysokoskolskymi. Text
je urcéen c¢tenaftim vyssich roéniklt gymnézii a prvnich roc¢niktt vysokych skol.
P1i vykladu je kladen diraz na geometrickou interpretaci komplexnich ¢isel a na
souvislosti s hlubsimi poznatky z algebry a matematické analyzy. Soucasti prace
jsou i resené priklady, ¢imz vznika uceleny text, uziteény k vyuce i k samostudiu.

V druhé kapitole zavadime obor komplexnich ¢isel a zaroven odvozujeme ekvi-
valenci mezi geometrickym znazornénim komplexnich ¢isel a algebraickou definici,
coz umozni plynuly prechod ke treti kapitole, ktera ukazuje zajimavé priklady ty-
kajici se rovinné geometrie. Mimo jiné si ukazeme vzorec pro vypocet obsahu
libovolného konvexniho n—ihelniku.

Ctvrta kapitola je vénovdna mocnindm, odmocnindm, a predev§im rovnicim.
Kromé binomickych a kvadratickych rovnic je ve této kapitole kratka zminka o
kubickych rovnicich a o historii komplexnich ¢isel. Posledni ¢asti ¢tvrté kapitoly
je demonstrace zakladni véty algebry.

Pata kapitola se zabyva zavedenim exponencialni funkce komplexni proménné.
Tato funkce je naprosto klicova pro dalsi studium matematické analyzy. Cilem
této kapitoly je vysvétlit dulezité vlastnosti exponencialni funkce a také zdavod-
nit jeji zavedeni. Oproti predeslym kapitolam vyzaduje paté kapitola hlubsi pred-
bézné znalosti matematiky, zejména se jedna o zédklady konvergence fad a limity.
Kapitola zac¢ina odvozenim Fulerova vzorce, pokracuje grafickym znazornénim
exponencialni funkce komplexni proménné a jejim vztahem ke goniometrickym
funkcim. Kapitola je zakoncena definici goniometrickych funkei s grafickym zna-
zornénim.

P1i psani prace jsem casto hledal inspiraci v jiz napsanych studijnich textech,
ze kterych jsem cerpal formulace definic a vét tak, aby to odpovidalo stredoskol-
skym znalostem. Zejména se jedna o [I], [2], [3] a [4]. Posledni kapitola cerpa
zéklady z [5] a je ¢astecné inspirovana knihou [6].

Préace byla vytvorena v programu TgEXstudio s vyuzitim sSablony. Obrézky,
které doprovazi vyklad, byly z vétsi ¢asti vytvoreny v programu GeoGebra, slo-
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2. Cisla

Pro matematiky jsou ¢isla primitivnim pojmemE] Prestoze pojem cislo po-
vazujeme za obecné srozumitelny, neni na skodu o ném kratce pohovorit, nez
zacneme s vykladem nové latky. Na pocatku véki, kdyz se rodil jazyk, nebylo po-
tfeba jinych nez prirozenych ¢isel. Lidé si pravdépodobné vystacili pouze s ¢isly
1,2, 3,4, a74dna jina ¢isla nebyla potteba?l S vyvojem lidské civilizace se vyvijely
i ¢iselné obory. Lidé vyuzivali ¢isla jako nastroj. Postupem c¢asu bylo potieba vice
prirozenych ¢isel. Ukéazalo se, ze je uzitecné pocitat se zlomky, vyjadiovat ¢asti
celku ¢ poméry. Tim se zacala rozvijet i racionalni &isla. Uz ve starovékém Recku
filosofové zjistili, Ze pri TfeSeni geometrickych problémt je treba uvazovat i ¢isla
iracionalni. To se ukazalo pri vyjadieni délky uhlopticky ¢tverce o strané délky
jedna. Vysledkem je v/2, ¢slo, které nemtize byt vyjadieno zlomkem. A% o mnoho
staleti pozdéji, ve stiedovéku, se v nasf civilizaci za¢alo pouzivat ¢islo 0. Ciselné
obory se rozsitovaly a predstavovaly stale dokonalejsi nastroj pro reseni problémii.
Cisla se pomalu ale jisté stavala abstraktnéjsi a abstraktnéjsi. Ve stfedovéku a
novovéku matematici zacali pouzivat zaporna cisla, i kdyz je sami povazovali
mnohdy za nesmyslnd. Teprve v osmnéactém stoleti je matematici prijali mezi
plnohodnotné ¢isla. V dnesni dobé je pro nas prace se zapornymi ¢isly naprosto
prirozena. Dovolim si tvrdit, ze je to do jisté miry zasluhou Celsiovy stupnice pro
meéreni teploty. V matematice je vyuzijeme pfi kresleni grafti a pti pouzivani sou-
radnicovych systémii. Diky témto a mnohym dalsim aplikacim dnes povazujeme
zaporna Cisla za uzitecna a nepostradatelna.

Ve stredovéku a novoveku doslo jesté k dalsimu rozvinuti ¢iselnych obort. Pri
feseni polynomidlnich rovnic matematici narazili na takzvana komplexni ¢isla,
kterd se plné rozvinula spole¢né s ¢isly zapornymi. Na rozdil od zapornych cisel
Casné dobé je vétsina spolecnosti viitbec nezna. K cemu takova ¢isla jsou? A jak
si je predstavit? To si kratce rozebereme v této kapitole.

Velmi jednoduchy a prirozeny zptisob, jak rozsSifovat ¢iselné obory, je skrze
jejich geometricky vyznam. Tento postup nam zajisti pomérné intuitivni zavedeni
oboru komplexnich ¢isel.

2.1 Rozsirovani ciselnych obori

V této kapitole ndm piijde predevsim o rozsiteni oboru redlnych ¢isel na obor
komplexnich cisel. Aby tento proces piisobil co nejprirozenéji, zacneme s daleko
jednodussimi objekty. Zopakujeme si, jakym zplisobem jsme obor prirozenych
¢isel rozsitili na obor c¢isel celych.

2.1.1 Prirozena a cela ¢isla

Ukazeme si, jak rozsitit obor prirozenych ¢isel na obor celych ¢isel na zakladé
geometrického znazornéni. Jadrem tohoto rozsitujiciho procesu je pridani cisla

1Jde o pojmy, které neni tieba definovat. Piedpokldd4 se, Ze takové pojmy jsou intuitivné
srozumitelné. Dal$im primitivnim pojmem je napiiklad bod.
2To se predpoklddé na zakladé studia jazykii amazonskych kmenti[7].
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—1 a jeho nasobki, které budeme nazyvat zapornymi ¢isly. Graficky si mtizeme
¢islo —1 predstavit jako rotaci kolem pocatku o 180°, proto vSechny nasobky ¢isla
—1 znazornime na opacné strané od 0. Kazdé prirozené i zaporné ¢islo muzeme
znazornit na ¢iselné ose jako orientovanou tsecku dané délky. Onou danou délkou
je myslena absolutni hodnota ¢isla.

@ @

—4 3 -2 -1 O 1 3

Obrazek 2.1: Znazornéni celych ¢isel orientovanymi tiseckami

Aby toto rozsiteni bylo korektni, musime zajistit, aby operace s¢itani a naso-
beni, které jsme znali u ¢isel prirozenych, byly stale smysluplné. Nasim cilem je
rozsiteni téchto operaci i na zaporna ¢isla.

Scitani celych cisel

+3

Obrazek 2.2: 24+3 =5

Scitani prirozenych ¢isel umime jednoduse znazornit pomoci orientovanych tse-
¢ek. Oba scitance znazornime jako orientované usecky a nasledné jednu oriento-
vanou usecku naneseme za druhou (v libovolném pofadzﬂ) Vysledkem je ¢islo,
ke kterému sméruje orientovana usecka druhého sc¢itance. Takto popsané sc¢itani
snadno rozsfiime na celd ¢isla, jak ukazuje nésledujici obréazek [2.3]

O —0
~1 0 1 2 3 4
—

Obrézek 2.3: 2+ (—1) =1

3Této vlastnosti se Hka komutativita.



Nasobeni celych cisel

Néasobeni celych nenulovych ¢isel rozdélme na tfi rizné pripady. Bud néso-
bime dvé kladna ¢isla, dvé zaporna cisla, nebo kladné ¢islo se zapornym. Dvé
kladna ¢isla vynasobit umime, jedind nejistota se tyka nasobeni ¢islem zapor-
nym. Budeme-li chapat nasobeni ¢islem —1 jako rotaci o 180° kolem pocatku, vse
bude fungovat tak, jak jsme zvykli.

Obrazek 2.4: (—1) -2 = =2

Vynéasobime-li kladné ¢islo zapornym, dostaneme zaporné ¢islo, vynasobime-li
dvé zaporna ¢isla, dostaneme kladné ¢islo, coz presné odpovida nasemu znazornéni
celych ¢isel pomoci rotace. Nésobeni zadpornym c¢islem znézornime jako rotaci
o 180° slozenou se stejnolehlosti (stejnolehlost je ddna stiedem v pocatkem a
koeficientem, ktery odpovida absolutni hodnoté ¢isla). Nasobeni kladnym ¢islem
odpovida stejnolehlosti (slozené s rotaci o 0°). Postupné vynasobeni dvéma celymi
¢isly odpovida slozeni prislusnych rotaci a stejnolehlosti.

Dosli jsme k velmi diilezitému poznatku: nasobeni ¢islem —1 vzajemné jedno-
znacné odpovida rotaci o 180°. Matematicky takovou vzajemnou jednoznacnost
nazyvame homomorfismus. Nyni si ukdzeme, ze podobnou tivahou muzeme roz-
sitit i obor redlnych cisel.

2.1.2 Obor realnych a komplexnich ¢cisel

Pro rozsiteni oboru prirozenych ¢isel na obor celych ¢isel stacilo pridat ¢islo
—1 a nasledné vymyslet, jak budou fungovat operace sc¢itani a nasobeni. V této
kapitole podobnym procesem rozsitime i obor ¢isel realnych.

V devatenactém stoleti matematici ukazali, Ze na ¢iselné ose nenalezneme jind
nez realna c¢isla, proto jsme nuceni nova ¢isla hledat nékde mimo tuto osuﬁ Tim
vyznamnym prvkem, ktery tentokrat pridame k redlnym ¢isltim, bude ¢islo s ozna-
cenim ¢, které znazornime jako rotaci o 90° v kladném smyslu, tedy proti sméru
pohybu hodinovych rucicek, podobné jako ¢islo —1 pfi znazornéni na ciselné ose
reprezentovalo rotaci o 180°.

Zacnéme tim, zZe si znadzornime vsechny mozné nasobky ¢isla ¢. Vynasobime-li
kazdé cislo na realné ose c¢islem ¢, dostaneme ihned druhou osu, na které budou
pouze nasobky ¢isla 7. Tuto druhou osu, ktera vznikla oto¢enim realné osy o 90°,
nazveme osou 1maginarni.

4Matematik, ktery ukézal tiplnost realné osy, byl Richard Dedekind (1831-1916)



Imaginarni osa

2i

Readlna osa

-2

-3

Obréazek 2.5: Redlna a imaginarni osa

Sc¢itani komplexnich cisel

Opét si mizeme jednotliva éisla predstavovat jako orientované tusecky, které
vychazeji z pocatku. Na obou osdch miizeme c¢isla séitat tak, jak jsme byli zvykli
u &sel redlnych. Co se ale stane, sefteme-li napiiklad &slo 2i s ¢islem 37 Cisla
budeme scitat jako vektory. Souctem cisel 2 a 3 bude vyraz 34 2i, ktery nazveme
¢islem komplexnim. Proto musime do nasich tivah krom nasobki ¢isla ¢ pridat
také vSechna ¢isla ve tvaru a + bi, abychom souc¢tem dvou komplexnich c¢isel
dostali opét ¢islo komplexnﬂ To zajisti, ze komplexnimi ¢isly miizeme vyplnit
celou rovinu. Redlné ¢islo 0 budeme povazovat zaroven za c¢islo komplexni ve
tvaru 0 + 0z. Rovina komplexnich c¢isel se nazyva Gaussovaﬂ rovina.

—14+2 9
! 1+ V31
1 P .
! V3i |
: T+
! I e R e L R 0
,QT -1 0 1 2 3T
:0 77777777777777777777 -4 .
—1
—2—1 3
—%z P ‘2—52

Obréazek 2.6: Komplexni ¢isla

5Tim zajistime takzvanou uzavienost oboru komplexnich é&isel vzhledem ke séitani
6Nekdy je také oznacovana jako Argandova rovina & Gaussova — Argandova rovina



Kazdému z téchto c¢isel mtizeme priradit polohovy vektor, ktery ho bude repre-
zentovat. To je zndzornéno na obrazku 2.7

—1+2i 2

b

Obrézek 2.7: Komplexni ¢isla jako polohové vektory

Soucet dvou libovolnych komplexnich ¢isel pak budeme znézornovat jako soucet
dvou vektori pomoci rovnobéznikového pravidla. Jinymi slovy komplexni ¢isla
budeme scitat tak, ze secteme zvlast redlné a zvlast imaginarni slozky tak, jako
by se jednalo o souradnice vektori, coz v obecném zapise mizeme zapsat takto:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (2.1)

4i

(I+4)+(2+1)i

Obrazek 2.8: Soucet komplexnich ¢isel dle rovnobéznikového pravidla



Nasobeni komplexnich cisel

Poté, co jsme si znéazornili séitani
komplexnich c¢isel, ptijde ponékud slo-
Iime na nasobeni komplexnim ¢islem 1.
Zatim jsme tekli, Ze toto ¢islo reprezen-
tuje rotaci o 90°, a prave tato vlastnost
bude pro nas klicova. Vyndsobime-li
¢islo ¢ samo se sebou, pak vysledkem
bude ¢islo —1, coz odpovida tomu, ze
jsme slozili dvé rotace o 90°, jak zna-
zornuje obrazek Ptesnéji bychom
rekli, Ze jsme obraz ¢isla ¢ otocili o 90°,

Imagindrni osa

90°

Realnd osa

-1 0

Obréazek 2.9: Soudin i = —1

ale dovolime si zde i v nékterych dalsich avahach pouzivat tuto sice zjednoduse-
nou, ale srozumitelnou terminologii. Z této tvahy vyplyva nasledujici rovnost.

ii=1d%=—1

(2.2)

Tato rovnost muze na prvni pohled pusobit ponékud prekvapivé, nicméné
méjme na pameéti, ze se nejednd o ¢islo redlné, a tak neni diivod, aby tato rov-
nost byla v rozporu s tim, co jsme doposud znali. Pti dalsich ivahach se budeme

k vyraziim a + bi chovat stejné, jako by se jednalo o dvojcleny.

-2+

Obrazek 2.10: Souc¢in komplexniho ¢isla s ¢islem ¢

Y

—2i

Na obrazku jsou znazornéné dva souciny. Obecné je zapiseme néasledovné:

(a+bi)-i=ai+bii=ai+bi’=

b+ ai

(2.3)



Vsimnéte si, ze soucin [2.3] presné odpovida tomu, jak se poc¢itaji norméalové vek-
tory. To znamenda prohodit slozky vektoru a zménit znaménko vektoru u prvni

souradnice. Normalovy vektor vznikne také zménou znaménka v druhé sourad-
nici, to by ale odpovidalo rotaci o —90°.

Obecné muzeme soucin kazdych dvou nenulovych komplexnich ¢isel znézornit
pomoci rotace slozené se stejnolehlosti, jak je ukdzano na obrézku [2.11] Vektor,
ktery odpovida souc¢inu, ma velikost, ktera je urcéena soucinem velikosti vektort
u a v. Dale ukazeme, Ze se komplexni ¢isla skutecné chovaji timto zptisobem, ale

nejdiive si vSe definujme algebraicky. To znamena, ze formalné zavedeme obor
komplexnich cisel.

imagindarnt osa

-~ a+p
~
N
N
~
N
(7 .
~
A Y
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~. N
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~ \
Y
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. A
N \
\ \
\ \
v \ \
\ \
o N \ \
\ \ \
v Y

realnd osa

Obrazek 2.11: Souc¢in komplexnich ¢isel

Kli¢ovou znalosti je vzajemna jednoznac¢nost mezi nasobenim komplexnich ¢isel

a rotaci se stejnolehlosti, zaroven jednoznacnost mezi scitdnim komplexnich c¢isel
a s¢éitanim vektoru.

Jesté nez prejdeme k formalnimu zavedeni oboru komplexnich ¢isel, je dulezité
zminit, ze stejné jako realnd osa je pouze obrazem realnych ¢isel, tedy jakymsi zna-
zornénim, tak i Gaussova rovina je jen obrazem komplexnich ¢isel. Samotna ¢isla

jsou abstraktnimi objekty, které jsou provazany aritmetickymi pravidly, ktera je
tfeba radné definovat.



2.2 Komplexni cisla

V predchozim textu jsme si fekli, jakym zptsobem bychom mohli rozsirit obor
realnych c¢isel. Nyni si obor komplexnich ¢isel formalné definujeme. Tuto definici
provedeme ve tfech krocich, v prvnim kroku definujeme prvky oboru (tj. kom-
plexni ¢isla), ve druhém kroku jejich séitdni a ve tfetim jejich ndsobeni.
Definice 1 (Komplexni ¢islo v algebraickém tvaru). Necht a,b jsou redlnd cisla
a necht i oznacuje néjaky prvek, ktery nent redlngm cislem (jeho vlastnosti upres-
nime v treti cédsti definice). Pak vgraz a + bi se nazgvd komplexnim cislem v
algebraickém tvaru. Oznacime-li toto komplexni cislo z, potom se cislo a nazyvd

redlnou slozkou komplexniho cisla z, cislo b se nazyva imaginarni sloZkou kom-
plexniho cisla z. Symbolicky piseme

Re(z) =a Im(z) =10
Rovnost komplexnich cisel nastavd prdve tehdy, kdyzZ se rovnaji jejich redlné i
imaginarni slozky.
21 = 29 <= Re(z1) = Re(z2) A Im(z) = Im(zs) (2.4)

Rekneme, Ze komplezni ¢islo je nulové, pokud jeho redlnd i imagindrni slozka je
rovna nule.
z je nulové <= Re(z) =0 A Im(z) =0 (2.5)

Redlnd cisla ztotozZnujeme s komplexnimi cisly s nulovou imagindrni sloZkou.
a=a+0i (2.6)

Definice 2 (Sc¢itani komplexnich ¢isel). Jsou-li a+ bi, ¢+ di dvé komplexni cisla,
definujeme jejich soucet jako:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i, (2.7)

S¢itani jsme tedy definovali tak, aby odpovidalo nasi geometrické predstavé
s¢itani vektoru 2.1l
Definice 3 (Néasobeni komplexnich ¢isel). Jsou-li a + bi,c + di dvé komplexni

cisla, definujeme jejich soucin jako:

(a+bi) - (c+di) == (ac + bdi®) + (bci + adi) = (ac — bd) + (bc + ad)i ~ (2.8)

Néasobeni jsme tedy definovali tak, jako bychom obvyklym zptisobem nésobili
algebraické dvojéleny, pficem? i = —1. Z toho ihned plyne, Ze i nemiize byt redlné
¢islo, nazyva se imaginarnijednotka. Soucet i soucin komplexnich éisel jsou opét
komplexnimi ¢isly, nebot vysledkem je vzdy vyraz ve tvaru a+ bi. Mnozinu vsech
komplexnich ¢isel s vyse definovanymi operacemi s¢itani a ndsobeni budeme znacit
C a nazyvat oborem komplexnich ¢isel.

Priklad 1. Vypocitejte soucin komplexnich cisel 3+ 4i a 2 — 3i.
(34 44)(2 — 3i) =6 — 9i + 8i — 12i* =
=6—i+12=
=18 —1
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Na zékladé operaci s¢itani a nasobeni miizeme zavést od¢itani a déleni.

(a+bi) — (c+di):=(a—c)+ (b—d)i, (2.9)

Podil dvou komplexnich ¢isel bude o néco komplikovanéjsi. Pro nenulové ¢islo

2z = ¢ + di definujme pfevrécenéﬂ komplexni ¢islo 271 =1 = 1

z c+di
11 e—di
c+di c+di c—di
c—di
— = 2.10
c — cdi + cdi — 2d? ( )
_Cc— di
242
Podil komplexnich ¢isel a 4+ bi a nenulového ¢ + di zavedeme takto:
a+bi
= bi) - =
o et
c—di
— b . —
(a+ bi) Ry _—
_ac+bd —adi —bci '
B 2+ d?

ac—i—bd+ —ad — be .
1
E+d At

Touto slozité vypadajici ipravou opét dostavame komplexni ¢islo ve tvaru a+be.
Podobnou tpravu jiz dobfe zname z tiprav vyrazi s odmocninou ve jmenovateli,
takzvané usmérnovani zlomki.

Priklad 2. Upravte vgrazy g_g, g—jrz tak, aby proni jmenovatel neobsahoval v/2,

druhy jmenovatel neobsahoval 1.

Resend.

2-v2 2-+v2 5-v2
54+v2 5+4v2 52
10 -5v2—2v2+ V4
25 — /4 N
12— 72
23

Podobné upravime i podil komplexnich ¢isel

2—i 2—i 5—i

541 541 5—1i
10— 5i — 2i + 42

25 —i?
9-Ti 9 7.
= = — = 7/L
26 26 26

"Nékdy oznacované jako reciproké é&islo.
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V tuto chvili mame definovana komplexni ¢isla a operace s nimi, dale se zamé-
fime na vlastnosti téchto operaci. Nasim cilem je ukazat, Ze se komplexni cisla
chovaji tak, jak jsme si je v iivodu znazornili.

2.2.1 Vlastnosti operaci komplexnich cisel
Scéitani

S¢itani je definovano po slozkach. Jelikoz slozky jsou realnd cisla, je ziejmé,
ze si séitani komplexnich cisel zachova vlastnosti, které zndme u ¢isel realnych.
Jmenovité jde o

Vz1, 20 € C 21+ 29 =29+ 2 (Komutativita) (2.12)
Vz1, 22, 23 € C (214 22) + 23 =21+ (224 23)  (Asociativita) (2.13)
0 C :Vz €C 214+ 0=12 (Neutraini prvel)  (2.14)
Vzp € C:3(—2) € C 21+ (=21)=0 (Opatny prvek) (2.15)

Neutralnim prvkem pro s¢iténi je nula (040i), kterou jsme si uz diive zavedli.
Existence tzv. opa¢ného prvku je ekvivalentni operaci odéitani.
Nasobeni

Vlastnosti, na které jsme byli zvykli pfi ndsobeni redlnych ¢isel, se v oboru
celych ¢isel také zachovaji.

Vzl, 2 € C 212 = 2921 (Komutativita) (216)

Vzl, 22, %3 € C (Zl : ZQ) cZ3 = 21 (ZQ : Zg) (Asociativita) (217)

EI]_ c C . vz1 € C Z1 1 =21 (Neutrélni prvek) (218)
1 1

VZl € C\{O} . Hi € C 21— = 1 (Inverzni prvek) (219)
21 21

Komutativita nasobeni plyne primo z definice a z komutativity souc¢inu realnych
¢isel. Existenci inverzniho prvku jsme si jiz ukéazali a existence neutralniho prvku
1 pro nésobeni je trividlni. Na prvni pohled ale nemusi byt zfejmé, zda funguje
asociativita, proto ji ovérime vypoctem.

(21-22) - 2 (a+bi)(c+di))(e + fi)

(ac — bd) + (bc + ad)i)(e + fi) =

(ac — bd)e — (ad + ¢b) ) + i((ac — bd) f + (ad + cb)e) =
a(ce —df) —b(ef + ed)) + i(b(ce — df) + a(ed + cf)) =
a+ib)((ce — df) +i(cf +ed)) =

Z1 (ZQ . 23)

++

(
(
(
=
=
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Pti ovéreni asociativity jsme vyuzili dosud nedokazanou distributivitu nasobeni
vzhledem ke séitani, coz je vlastnost, ktera propojuje tyto dvé operace.

Vzl, R, 23 € C (Zl + ZQ) T 23 = 21 R3 + 29 - z3 (Distributivita) (220)

Ovéreni distributivity ponechame jako samostatné cviceni ¢tenaram.

2.2.2 Grafické znazornéni komplexnich cisel

Nyni ukdzeme, ze grafické znazornéni komplexnich ¢isel je ekvivaletni algebraic-
kému zapisu komplexnich ¢isel.

V kartézské soustaveé souradnic mizeme kazdému komplexnimu ¢éislu vzajemné
jednoznac¢né priradit bod v roviné, nebot bod roviny i komplexni ¢islo jsou zadany
pomoci dvojice ¢isel realnych.

a+ bi — [a,b]

Scitani komplexnich cisel po slozkach jisté odpovida grafickému sc¢itani vektort.
Vsechny dillezité vlastnosti s¢itani komplexnich ¢isel se zachovaji, nebot s¢itani
vektorti je komutativni i asociativni. Opacny vektor bude fungovat jako obraz
opacného komplexniho ¢isla. Nule, neutralnimu prvku, ptritadime nulovy vektor.

Nyni bychom chtéli ukazat, ze bude funkéni také grafické znazornéni soucinu
komplexnich éisel, jak je to ukdzano na obrazku [2.11] Jelikoz budeme pracovat
s thly a vzdalenostmi bodu od pocatku, je rozumné nejdiive prejit k polarnim
souradnicim. Bod v roviné bude zadan pomoci orientovaného thlu a vzdalenosti
od pocatku. Pokud bychom chtéli vyjadrit vzdalenost realného cisla od nuly,
zrejmeé nas napadne, ze bychom to mohli zapsat pomoci absolutni hodnoty. Tento
pojem nyni rozsifime na komplexni ¢isla.

Definice 4 (Absolutni hodnota komplexniho ¢isla, komplexni jednotka). Abso-
lutni hodnota komplexniho ¢isla z = a + bi, oznacovdana symbolem |z|, je redlné
cislo definované vztahem

2| = VaZ 1 52 (2.21)

Kazdé komplexnt cislo z, jehoZ absolutni hodnota je rovna jedné, se nazyjvd kom-
plexni jednotka.

Pouzijeme-li k vypoctu vzdalenosti komplexniho ¢isla od poc¢atku Pythagorovu
vétu, dostdvame vztah Abychom komplexni ¢islo vyjadrili v poldrnich sou-
radnicich, musime jesté definovat argument, neboli ihel, ktery bude ¢islo urcovat.
Zminény argument komplexniho ¢isla odpovida thlu, ktery svira poloprimka, ur-
¢end pocatkem a komplexnim ¢islem s kladnou realnou poloosou. V obrazku
tomu odpovida tihel a. Tento tihel miizeme také spocitat pomoci funkei sinus a
kosinus v pravouhlém trojihelniku, a pravé témito vztahy definujeme argument
komplexniho ¢isla.
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Im(z)

Re(z)

Obrézek 2.12: Znézornéni absolutni hodnoty komplexniho ¢isla z = a + bi

Definice 5 (Argument komplexniho ¢isla). Necht z = a + bi je nenulové kom-

plexni ¢islo s absolutni hodnotou r. Argument komplexniho c¢isla je takovy thel «,
pro ktery plati

. b a

sina = — cosa = —

g (2.22)

Argument komplexniho cisla budeme znacit arg(z).

Zname-li argument a absolutni hodnotu komplexniho ¢isla, mizeme snadno
vyjadrit komplexni ¢islo a + bi v polarnich souradnicich. Definice argumentu
komplexniho cisla je zaroven navodem k vypoctu. PovSimnéte si, ze argument
komplexniho ¢isla neni urcen jednoznacné. Z periodicity funkei sinus a kosinus
vime, Ze budou-li splnény rovnice 2.22] pro tihel «, pak jisté budou splnény i pro
uhel o + 2km, kde k € Z. Tato vlastnost argumentu komplexniho ¢isla se nam
bude hodit pfi hledani odmocnin.

Uvazujme nyni komplexni ¢islo a 4 bi # 0 s argumentem « a absolutni hodno-
tou |z|.

a . b
COSx = — SIh v = —
2] E

a =|z|cosa b=|z|sina

Pokud nyni dosadime za a, b, dostaneme komplexni ¢islo vyjadiené pouze po-
moci argumentu a absolutni hodnoty.

a+ bi = |z| cosa +i|z|sina = |z|(cos a + i sin a)

14



Definice 6 (Goniometricky tvar komplexntho ¢isla). Vyjddreni nenulového kom-
plexniho cisla z ve tvaru

z =|z|cosa + i|z|sina = |z|(cos o + i sin @), (2.23)
kde a je arg(z), se nazyvd goniometricky tvar komplexniho cisla z.
Piiklad 3. Vyjddrete cislo z = 1+ \/3i v goniometrickém tvaru.

Reseni. Za¢néme urcenim absolutni hodnoty komplexniho ¢isla z.

lzl=Va2 + 02 =1+3=2

Nyni je tfeba urcit a = arg(z). Z rovnic vyplyva, Ze hleddme thel v prvnim
kvadrantu, protoze je sinus i kosinus kladny, avsak mnohem jednodussi zptisob
urceni kvadrantu thlu « je z obrazku 2.7 Vime-li, Ze hleddme thel v prvnim
kvadrantu, snadno ur¢ime hodnotu thlu «a.

1:> s
cosq = — o= —
2 3

Nyni uz mizeme vyjadrit ¢islo z v goniometrickém tvaru.
T

z:1+\/§i:2(cosg+isin§)

Pro nulu nemé podobny tvar smysl, nebof argument nuly nelze definovat. Na
prvni pohled by se mohlo zdat, ze goniometricky tvar nenabizi oproti algebraic-
kému tvaru komplexniho ¢isla zadné vyhody, pouze vypada komplikovanéji. Uka-
zeme si, ze teprve tento tvar komplexniho ¢isla nam definitivné odhali geometric-
kou podstatu nasobeni komplexnich ¢isel.

Uvazujme komplexni ¢isla z, w v goniometrickém tvaru.

z = |z|(cosa + isin a)
w = |w|(cos 5+ isin f)

Nyni se podivejme na jejich soucin.

~w = |z|(cosa + isina) - |w|(cos 5+ isin f)
-w = |z||w|(cos acos B + i cos asin B + i sin acos B + i* sin asin )

~w = |z||w|(cos acos B+ icos asin f + isin acos f — sin asin 3)

WW W W

-w = |z||w|(cos acos f — sinasin f + i cos asin  + i sin « cos f3)
Pouzitim souctovych vzorct dojdeme k vysledku

z-w = |z||w|(cos(a + B) + isin(a + 5)) (2.24)
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Z vyjadreni konec¢né vidime, jak lze graficky znazornit nasobeni komplex-
nich ¢isel. V prvni radé se jedna o stejnolehlost se stredem v pocatku, coz je
oc¢ekavanda vlastnost. Navic mame konecné prizracny doklad o tom, ze nasobeni
komplexnich ¢isel odpovida rotaci kolem 0 o orientovany tihel odpovidajici argu-
mentu komplexniho ¢isla. Tim méme algebraicky podloZeny obrézek 2.11] Mimo
jiné z tohoto vysledku mtizeme vyvodit jesté jednu zajimavou vlastnost, tykajici
se absolutni hodnoty komplexniho ¢isla. Vyndsobime-li dvé komplexni ¢isla, pak
absolutni hodnota soucinu se rovna souc¢inu absolutnich hodnot ¢initela.

|zy| = lxlly] (2.25)

Podobnym zpiisobem muzeme vyjadrit podil komplexnich ¢isel pro w # 0.

< M(cos(a — B) +isin(a — B)) (2.26)

w fwl

Na zékladé vztahu [2.24] odvodime tzv. Moivreovu vétu, kterd popisuje, jakym
zpusobem mizeme zjednodusit vypocet mocniny komplexniho ¢isla pomoci jeho
goniometrického vyjadreni. Nejprve si definujme n—tou mocninu komplexniho
cisla.

Definice 7 (Mocnina komplexniho ¢isla). Pro kazdé komplezni cislo z € C a pro
kazdé n € N definujeme n—tou mocninu komplexniho cisla jako

=zezel 2 (2.27)
e
n cinitelu
pro z # 0 definujeme
1
= 2.28
= (225)

apron =0 az#0 definujeme
=1 (2.29)

Jelikoz se definice celo¢iselné mocniny komplexniho ¢isla shoduje s definici moc-
niny realnych ¢isel, ziistanou zachovany stejné vztahy pro praci s mocninami. Pro
cela ¢isla m, n a nenulové komplexni ¢islo z plati

2=z (") ="

Véta 1 (Moivreova véta). Pro libovolné redlné cislo a a libovolné celé cislo n
plati

(cosa + isina)”™ = (cos(na) + isin(na)) (2.30)
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Diikaz. Tento vztah je ziejmym dusledkem rovnosti[2.24] Napiiklad ihned vidime,
ze pokud za z zvolime komplexni jednotku a dosadime-li w = z, dostaneme tvrzeni
Moivreovy véty pro n = 2.

2 =z-z=(cos(a+a)+isin(a+a)) =

= (cos(2a) + isin(2a))

Podobné muzeme pokracovat i déle, coz nas vede k ditkazu matematickou indukei.
Predpokladejme tedy platnost pro n = k a ukazeme, ze z toho plyne platnost
tvrzeni pron = k + 1.

SRl _ ko

Pro zF pouzijeme indukéni piedpoklad a z zapiseme v goniometrickém tvaru
ZF = (cos(ka) + isin(ka))(cos(a) + isin(a)) (2.31)

Nyni uz staci jen pouzit vztah pro souc¢in dvou komplexnich ¢isel v goniometric-

kém tvaru 2.24]

= (cos((k + 1)a) +isin((k + 1)a)) (2.32)

Tvrzeni pro k implikuje tvrzeni pro k + 1, principem matematické indukce
mame M oivreovu vétu dokdzanou pro vsechna prirozena cisla. Obdobnym po-
stupem tvrzeni dokazeme pro zaporné ¢islo n, pro n = 0 dokdzeme tvrzeni ptimo
z definice mocniny komplexniho ¢isla.

]

7 Moivreovy véty plynou nasledujici dusledky.

Pro n-tou mocninu libovolného komplexniho ¢isla z s argumentem o plati:
2" = |z|"(cos(na) + isin(na))

Z parity funkci sinus a kosinus odvodime platnost vztahu

27" = |z| " (cos(na) — isin(na))

Nyni si rozmysleme, zda pfi geometrickém znazornéni komplexnich cisel sku-
tecné zustanou zachovany vsSechny vlastnosti, které jsme vyse uvedli pti alge-
braické definici komplexnich ¢isel. Nepochybné sc¢itani vektorti spliuje komutati-
vitu, asociativitu a existuji i opacny a nulovy vektor. Znazornime-li nasobeni jako
rotaci a stejnolehlost s koeficientem k, vime, Ze nezalezi na tom, v jakém poradi
tato zobrazeni provadime (mdme-li stejny stred stejnolehlosti). Rotace zadané
vlastnosti také zachovava. Neutralni prvkem je rotace o nulovy thel se stejnoleh-
losti s koeficientem 1. Inverznim prvkem je rotace o opacny thel se stejnolehlosti

vvvvvv

je distributivita.

Na obrazku 2.13] mame zndzornénu distributivitu rotace viéi séitani vektort.
Nezalezi na tom, zdali vektory nejdrive secteme a pak otoc¢ime, nebo naopak.
Stejnolehlost na vysledek jisté nebude mit vliv, tim mame ovérenu i distributivitu.
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Obrazek 2.13: Distributivita sc¢itani vektoru a rotace

2.2.3 Komplexni sdruzeni

Pri praci s komplexnimi ¢isly je vhodné definovat jesté jednu operaci, ktera u
realnych ¢isel nemohla existovat. Jedna o tzv. komplexni sdruzeni, coz je operace,
ktera kazdému komplexnimu ¢islu z = a+bi pritadi ¢islo Z = a—bi, coz v Gaussove
roviné odpovida soumérnosti podle realné osy, jak ukazuje obrazek

Definice 8 (Komplexné sdruzené cislo). Cislem komplezné sdruzenym k cislu
2z = a + bi nazyvdme komplexni cislo Z = a — bi.

Im(z)

Obrazek 2.14: Distributivita s¢itani vektoru a rotace
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Priklad 4. Graficky i pocetné ovérte nasledujici vlastnosti komplexné sdruZengch
cisel.

Z=2z (2.33)
z+tw=zZ+w (2.34)
ZW = Zw (2.35)
Navic zrejmé pro kazdé realné cislo r plati
F=r (2.36)

Vyjadirime-li komplexné sdruzené ¢islo v goniometrickém tvaru, dostaneme dveé
rizné moznosti zapisu. Bud zménime znaménko imaginarni slozky, nebo ekviva-
lentné zménime znaménko argumentu komplexniho ¢éisla. Rovnost plyne z parity
goniometrickych funkci.

| 2] (cos(ar) — isin(a)) = |z|(cos(—a) + isin(—«)) (2.37)

Komplexni sdruzeni ndm umoznuje pomérné jednoduché vyjadieni absolutni
hodnoty komplexniho ¢isla, jeho imaginarni ¢i realné c¢asti. Za¢néme soucinem
komplexniho ¢isla z s komplexné sdruzenym cislem z.

z-Z=(a+bi)la—0bi)=
= a® + abi — abi + b* =
= a® + abi — abi + b* = a® + b* = |2|?
Na pravé strané vidime absolutni hodnotu komplexniho ¢isla v druhé moc-

niné, coz je kladné ¢islo. Odmocnénim dostaneme alternativni zptsob vypoctu
absolutni hodnoty komplexniho ¢isla.

2| =vz -z (2.38)

Také pri zavedeni podilu komplexnich ¢isel jsme vyuzili komplexné sdruzeného
¢isla. Upravu muzeme prepsat nasledovneé.

t_lw_w
wo ow W |w]?
z 1 2W
—_ = — = ——
w w  |w]?

Jednotlivé slozky komplexniho ¢isla vyjadiime pomoci vhodného souctu:
z 4z =2Re(z)
z—2z=2ilm(2)

Po vydéleni dostaneme vyjadieni slozek komplexniho ¢isla.

Re(z) = = ;Z m(z) = =~ (2.39)

Pravé odvozené identity mtzeme jednoduse graficky zdivodnit.
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Obrézek 2.15: Komplexné sdruzené ¢islo a realna ¢ast komplexniho ¢isla

Podobnym zptisobem miizeme odvodit mnohé dalsi identity. Uvedme napriklad
jesté nasledujici tvrzeni, které vyuzijeme v dalsi kapitole.

Im (2w + zw) = 0 (2.40)

Tvrzeni plyne z vlastnosti komplexniho sdruzeni Ziejmé pro libovolné
a € C plati Im(a+a) = 0 a zaroven plati 2w = Zw, z ¢ehoz tvrzeni vyplyva.

I toto tvrzeni mizeme jednoduse geometricky zduvodnit, jak ukazuje obrazek
[2.16] Pfi zndzornéni jsme vyuzili geometrické interpretace souc¢inu komplexnich
¢isel a vyjadreni komplexné sdruzeného ¢isla [2.37]

Im(z)

Obrazek 2.16: Grafické znazornéni identity
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Mimo jiné je z obrazku snadno vidét i jedna z vlastnosti komplexniho sdruzeni
sou¢inu komplexnich ¢isel.

(2.41)

N
8
Il
N
S

Priklad 5. Pocetné ovérte vztah[2.40.
Resend. Uvazujme komplexni ¢fsla z = a + bi a w = ¢ + di.

2w+ zZw = (a+ bi)(c — di) + (a — bi)(c+ di) =
= ac+ bd + (bc — da)i+ ac + bd + (da — be)i =
= 2(ac + bd)

Imaginarni slozka vysledku je zfejmé nulova. PovSimnéte si, ze jsme pfi tupravé
overili také vztah 2.411

Praveé odvozenych vztahii vyuzijeme i v dalsich kapitolach, nicméné jeden hezky
vysledek si ukazeme uz ted. Dosadime-li do vztahu za w C¢islo Z, dostaneme
nasledujici vztah.

22 =72

Tento vztah miizeme znovu dosadit do [2.41] za w tentokrat volime ¢&islo z2 a
drobnou tpravou dostaneme obdobné tvrzeni pro tieti mocninu. Matematickou
indukei vztah zobecnime do nasledujici podoby.

=7 (2.42)

Tato rovnost neni jen zajimava, ale i uzitecnd. Podivejme se, jak tento vztah
muzeme vyuzit pri feseni rovnic. Uvazujme nasledujici rovnici s realnymi koefici-
enty.

An " + ap 12"+ ...+ ax +ag =0

Dale uvazujme komplexni ¢islo z, které je kofenem této rovnice. Cislo z dosa-
dime do rovnice a obé strany rovnice komplexné sdruzime.

0=an,z"+a,_12" 1+ ...+ a1z +ag

0=a,2" 4+ ap_12" 1+ ...+ a1z + ag

Postupné aplikujeme vlastnosti a[2.42] Pii posledni tipravé vyuzijeme pied-
pokladu, Ze koeficienty rovnice jsou redlna ¢isla a pouzijeme [2.36

0=a,z"+a, 12" '+ ...+ a1z +ag
0=a,2"+ ap_12" '+ ... +@1zZ +ag

0=a,2"+ ap1Z" '+ ...+ a1Z + ap

Odvodili jsme nésledujici tvrzeni.[§]
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Véta 2 (Lemma o komplexné sdruzenych kotenech). Je-li ¢islo z resenim poly-
nomidlni rovnice s redlnygmi koeficienty, pak je jejim resenim také cislo Z.

Piiklad 6. Graficky zndzornéte vztah z° = 22.

Priklad 7. Naleznéte druhy koren rovnice, vite-li, Ze jednim korenem je cislo
5+ 41. Quérte, Ze nove nalezeny koren je resenim rovnice.

22— 10z +41=0

Reseni. Rovnice ma redlné koeficienty, z véty [2| vime, ze pokud ¢islo 5 + 4i je
kofenem rovnice, pak i komplexné sdruzené ¢islo 5 — 47 musi byt feSenim rovnice.
Dosadme ¢islo 5 — 44 do rovnice.

0=(5—44)* —10(5 — 44)z + 41 =
=9—-400 —50+40:i +41 =0
Overili jsme, ze ¢islo 5 — 44 je Tesenim rovnice.

Priklad 8. Naleznéte vsechny koreny rovnice, vite-li, Ze mezi koreny patri kom-
plexnt cisla i a 2 — 3.

22— 424 4142 — 422+ 132 =0

Priklad 9. Jsou dana komplexni cisla z1, zo, z3, z4 dle obrdzku, urcete jejich
SOUCIn.

Im(z)

Re(z)

Obrazek 2.17: Zadani prikladu

Reseni. Cisla z1, 2o jsou zfejmé komplexné sdruzena. Proto plati:
— 2
21'22221'21:|Zl| =4

Cisla z3, z4 jsou komplexni jednotky. Jejich souc¢in mizeme odvodit na zakladé
geometrické interpretace. Soucet jejich argumentu je 7, proto je soucin z3 - 24
roven —1. Souc¢in komplexnich cisel z1, 29, 23, 24 spocteme jako

21722324 = (2122)<2324> =4. (-].) =—4
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3. Rovinna geometrie
a komplexni cisla

Komplexni ¢isla jsou velmi uzite¢nym néstrojem pri feseni tloh rovinné geome-
trie. Vétsinu znamych tloh rovinné analytické geometrie mtizeme preformulovat
tak, abychom mohli vhodné vyuzit Gaussovy roviny a komplexnich &sel. Ulohy,
které budeme Tesit, je mozné spocitat i bez pouziti komplexnich ¢isel, nicméné
pravée komplexni ¢isla nam zprostredkuji kratsi a elegantnéjsi vypocet. Nékteré
z prikladl se rovinné geometrie primo tykaji, jiné na prvni pohled s geometrii
ani s komplexnimi ¢isly nemaji mnoho spole¢ného. V pripadé odvozeni Heronova
vzorce je vyuziti komplexnich ¢isel jen zajimavym trikem, ktery nam usnadni
vypocet.

Jak jsme si jiz diive Tekli, komplexni ¢isla budeme ztotoznovat s body roviny
a s prislusSnymi polohovymi vektory. Komplexnimu ¢islu z = a + b pritadime
bod Z = [a, b] a také vektor Z = (a, b). V nékterych situacich uptrednostnime
reprezentaci komplexnich ¢isel pomoci bodi, jindy nam budou vice vyhovovat
vektory.

3.1 Obsahy n-tuhelniki

V této sekci si ukazeme, jak muzeme vypocitat obsahy rovinnych utvaria za
pomoci komplexnich ¢isel.

3.1.1 Obsah trojuhelniku

Zacnéme odvozenim slavného Heronova vzorce. Obvykle se dikaz zaklada
na relativné slozitych upravach goniometrickych vyrazi. Komplexni ¢isla nam
umozni tyto vypocty skryt do soucinu komplexnich ¢isel a celé odvozeni se tak
velmi zjednodusi.

Véta 3 (Heronuv vzorec). Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojihelniku, pak jeho obsah S
mauzeme vyjadrit ndsledujicim vztahem.

S =1/s(s —a)(s — b)(s — o), (3.1)

kde s je polovina obvodu trojihelniku.

Drikaz.
Dle obrazku muzeme spocitat obsah trojuhelniku jako

S =ar+yr+zr=rs (3.2)

Tim by byl dikaz ukoncen, pokud bychom mohli jednoduse vyjadrit polo-
mér kruznice vepsané r. Zde vyuzijeme komplexnich cisel pro zjednoduseni vy-
poctu. Pro odvozeni (a) oznacme body dotyku kruznice vepsané s trojihelnikem
K, L, M, umistime stted S kruznice vepsané do 0 a oto¢ime trojihelnik tak, aby
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Obrazek 3.1: Odvozeni Heronova vzorce

poloptimka SK odpovidala kladné realné poloose. Podobné odvodime i vztahy
(b) a ().
(a) r+ iz = u(cos(a) + isin(a))
(b) r 41y = v(cos(B) + isin(5))
(c) r+ iz = w(cos(y) + isin(y))

Nyni vySe uvedené vztahy vynasobime. Na pravé strané vyuzijeme znalosti
soucinu komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru.

(r +iz)(r +iy)(r +iz) = uwww(cos(a+ S+ ) +isin(a+ 5+ 7))

Na pravé strané se vyskytlo komplexni ¢islo s argumentem « + § + «. Z obrazku
B.1] vycteme, ze soucet 2a + 23 + 2y = 2w, proto na pravé strané rovnice je
komplexni ¢islo s argumentem 7.

3 4ir? (x4 y + 2) — r(zz + 2y + y2) — izyz = uvw(cos(r) + isin(r))
Porovnanim imaginarnich slozek vyjadiime r
rx+y+2)—ayz=0

Yz

r = _—
r+yt+z
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Dosazenim do rovnice 3.2 dostaneme

Yz

S=rs=s|———
rT+y+=z

Vyuzijeme vztahi x +y+2=s,z=s—a,y=s—baz=s—c.

N

IS 2y

Il
V,)

ED

= ,/sTyz =

s(s—a)(s—0b)(s—c)

I
E <

tohoto krasného dikazu je M. D. Edwards [9].
O

Tim je dikaz ukoncen. Autore

Pripomenme si, jak lze vypocitat obsah trojihelniku pomoci vektorového sou-
¢inu. Uvazujme v roviné dva vektory (z1, x3) a (yi1, y2). Abychom mohli vyuzit
vektorového soucinu, doplnime posledni soutadnici nulou. Velikost vektorového
soucinu odpovida obsahu rovnobézniku, ktery je vektory zadan.

[(21,22,0) % (y1,92,0)] = [(0,0,21y2 — y122)| = 212 — Y122 (3.3)

Tento vypocet preformulujeme do feci komplexnich ¢isel. Uvazujme komplexni
¢isla z; = x1 41w a 29 = y; +1iyo, nahradime je vektory (1, x2) a (y1, y2). Jelikoz
plati Z7 - 29 = x1y1 + Tay2 + i(21y2 — Y122) MmuzZeme vztah prepsat nasledovné.

|(21,22,0) X (y1,42,0)| = |T1y2 — y122| = | Im(ZT - 22)] (3.4)

Pak obsah trojuhelniku musi byt polovi¢ni.

1
Sp = §| Im(Z7 - 29)] (3.5)

Véta 4 (Vzorce pro obsah trojihelniki). V roviné je din trojihelnik OZ,Z;.
Vircholy O, Zy, Zy oznacuji trojihelnik proti sméru pohybu hodinovych rucicek
a jsou po radé urceny komplexnimi cisly 0, z1, zo. Obsah S trojuhelniku OZyZ,
vypocitame vzorcem

1
S = 5 Im(z7 - 29) (3.6)
Pro trojuhelnik UVW , jehoZ wvrcholy U, V, W oznacuji trojihelnik proti smeéru
pohybu hodinovijch rucicek a jsou po rade urceny komplexnimi cisly u, v, w, vy-
pocitdime jeho obsah S jako

1
S:§Im(ﬂ-v+®-w—l—@-u) (3.7)

Diikaz. Prvni vztah plyne piimo z vlastnosti vektorového soucinu, jak jsme si
vyse odvodili 3.5 Jedinou zménou je absence absolutni hodnoty, kterd ovsem
plyne z pravidla pravé ruky pro vektorovy soucin, které mizeme jednoznacné
pouzit, protoze vime, Ze jsou vrcholy oznaceny proti sméru pohybu hodinovych
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rucicek. Druhy vztah dostaneme tak, ze cely trojihelnik nejprve posuneme jednim
vrcholem do pocatku. Vrcholy posunutého trojihelniku budou 0, v—u, w—wu. Nyni
jiz muzeme pouzit prvni vzorec pro vypocet obsahu. Oznac¢me u = uy + iug, v =
v + 1ve, W = wy + twsy, po Upravé dostaneme vysledek.

N
Il

Im((v —u) - (w—u)) =

M\»—tl\)\»—l[\)\»—w\»—[\:\»—

Im <((U1 —uy) —i(vg —u2))((wy1 — up) + i(we — uz))) =

= 5 (0 = w) (w3 = 2) = (v = wa) (w1 — wr))) =

( V1Wy — U1We — U2V1 + UiU + VU1 + U Wi — UsUp — v2w1> -
=5l

V1Wo — U1W2 — UV + VaUq + U2W1 — Ugwl)

Vyrazy v zavorce vhodné sparujeme, ¢imz je dikaz ukoncen.

1
S = 5 ( U1V2 — UaV1 + Waol1 — W1 Vg + UsW1 — ulwg)

Im(u-v) Im(v - w) Im(w - u)

3.1.2 Obsahy mnohothelniki

Déle si ukazeme, Ze je mozné tento vzorec [3.7] zobecnit pro libovolny konvexni
n—uhelnik, a to velice jednoduchym elegantnim postupem.

Méjme libovolny konvexni m—uhelnik s vrcholy Aj, As,..A,, které oznacuji
n—uhelnik proti sméru pohybu hodinovych rucicek, s vnitinim bodem M. Vr-
choly jsou po tfadé zadané komplexnimi ¢isly aq, as,..a,, bod M odpovidd kom-
plexnimu ¢islu m. Pak dle obrazku muzeme obsah n—uhelniku spocitat jako
soucet obsahti n trojihelnik.

Oznacime-li obsah trojtihelniku Ay Ay 1M jako Sy, pak obsah n—ihelniku vyja-

diime nasledujicim vzorcem jako soucet obsaht trojuhelniki. Pti vypoctu budeme
pouzivat konvenci, ze A, = A;.

:ZS
k=1

Nyni pouzijeme tento vzorec pro vypocet obsahu trojihelniku a sumu roz-
trhneme. Vsimnéte si, ze kazdy z trojuhelniktt Ay Ag, 1M je oznacen proti sméru
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As

Ag

Obrazek 3.2: Osmithelnik a volba bodu M

pohybu hodinovych rucicek, ¢imz jsou splnény predpoklady véty.

S:Z;Im(zlzlﬂ—l—zmmijzl):
n=1
1 n o 1 n L n o
:§Zlm2i'2i+1+§lm<zzi+1'm"‘zm'ziﬂ):
n=1 n=1 n=1
1 n - 1 n o n
=5 Z ImZ; - 241 + §Im (mz Zit1 —i—mz Zi+1)
n=1 n=1 n=1

Na zavér pouzijeme vztah [2.40] Tim ziskdme vzorec, nezavisly na volbé bodu
M, pro vypocet obsahu libovolného konvexniho n—ihelniku. Tento diikaz je pre-

vzat z knihy [10].

n=1

N | —

Priklad 10. Spoctéte obsah ctyrihelniku ABC D, jehoz vrcholy jsou po rTadé za-
ddany komplexnimi cisly 0, 241, 34+ 2i a —1 + 44.

Reseni. Prti TeSeni vyuzijeme vzorec Abychom vzorec mohli pouzit, musime
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nejdifve ovérit konvexitu ¢étyitihelniku. K tomu vyuzijeme obrazek [3.3]

S = ;Im (6(2+i)—l—(2+i)(3+2i)+(3—|—2i)(—1—|—4i)+(—1+4i)(0)> =
_ ;Im (2= )3 +20) + (3 — 20)(~1 + 40)) =
:; m(8+i+5+14i) =
1
T2

—1+4+4 Im(z)

3+ 22

241

Obrézek 3.3: Ctyithelnik

Priklad 11. Vypoctéete obsah pravidelného desetivhelniku, ktery je vepsan do jed-
notkové kruznice.

Resend. Stied desetitihelniku umistime do poc¢atku a jeden z vrcholil zadame
¢islem 1, pak vrcholy desetitithelniku ziejmé odpovidaji komplexnim ¢islim ve
tvaru:

2k . . 27wk
Zp = COSW +ZSIHTO Vk - {O, 1, ey 9} (39)

Vrcholy oznacuji desetitthelnik proti sméru pohybu hodinovych rucicek, proto dle

vzorce seCteme Zyzpy1 pro kazdé k € {0, 1,....9}. Komplexné sdruzena ¢isla

vyjadiime dle

2nk. . 27k ) ( 2n(k+1)
- ( cos

_ L 2m(k+1
Tkl = (cos(—ﬁ) + zsm(—ﬁ) — +isin (10))

Zde vyuzijeme znalosti sou¢inu komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru a
dostaneme vysledek, ktery nezavisi na k.

_ 2m . 27
zkzkH:cosﬁ—i-zsmﬁ
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Dosazenim do vzorce [3.§ dospéjeme k fesent.

1 10
S:§Im27n-zn+1 =
n=1

1 10 2 .. 2w
= 2Irnnz:1<coslo+zsm10) =

= 1201m(cos75r+isin75r) =

.
= 5sin —
5
Zobecnénim Teseni tohoto prikladu nalezneme obecny vzorec pro vypocet ob-
sahu pravidelného n—ihelniku vepsaného do kruznice s polomérem 1.
n 2T

S, = o sin —
2Slnn

Povsimnéte si, Ze na zékladé znalosti Moivreovy véty [£.1] bychom mohli vrcholy
zapsat jako zq, 22, ...z{°. Potom miiZeme vypocet provést s vyuZitim znalosti
uprav vyrazu s komplexné sdruzenymi ¢isly.

1 0
SzilmZz?-z?“:
n=1

1

10
:§Im2ﬁ-z?-zl
n=1

Vyuzijeme odvozenych pravidel pro praci s komplexné sdruzenymi ¢isly a
2.38] potom je vyraz 2} - 2] roven (z7 - 21)" = 1", ¢imz také dospé&jeme k FeSend.

1 10
S=-Im) 2z =
2 n=1

=5Imz =

T
Sln<5)

3.2 Pythagorejské trojice

Doposud jsme fesili problémy, které jsou od zacatku ryze geometrické. V této
sekci se podivame na tlohu, ktera svou geometrickou podstatu ziskava az s kom-
plexnimi ¢isly.

Mozna jste si vSimli, ze v matematickych testech pri pouziti Pythagorovy véty
casto vychézi celociselny vysledek. Pokud jste byli pozorni, tak vam neuslo, Ze
pravothlé trojihelniky mnohdy mivaji délky stran {3, 4, 5} nebo {5, 12, 13}.
Prave takové trojice prirozenych ¢isel spliujici rovnici|3.10] se nazyvaji pythago-
rejskymi trojicemi.

a+b=c (3.10)
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Zabyvejme se otazkami, kolik takovych trojic existuje a jak je nalézt. Mohlo
by se zdat, ze jde o pomérné narocnou algebraickou tlohu. Mtzeme napriklad
dosazovat za a, b ndhodna c¢isla a doufat, ze vysledkem bude druhd mocnina
prirozeného ¢isla (dale ¢tverec). Pravdou je, ze existuje mnoho ruznych zpusobu,
jak dospét k vysledku, avsak vétsina z nich je pocetné narocna. Preformulujme
tuto ulohu do re¢i komplexnich ¢isel.

Zaméime se na rovnici [3.10] Na levé strané mame vyraz, ktery ndpadné pfipo-
mind velikost komplexniho ¢isla. Pro komplexni ¢islo z = a + bi miizeme ekviva-
lentné psat

A+ =z-7=|z (3.11)

Jinymi slovy hledame takova komplexni ¢isla, jejichz absolutni hodnota je pri-
rozené cislo.

Do dalsich tivah vezméme pouze komplexni ¢isla ve tvaru z = a + b, a, b € Z,
obvykle se nazyvaji Gaussova ¢isla. Dale vylou¢ime ryze imaginarni a ryze redlné
¢tverce, napriklad: 4, 4i, 9, 9¢..., ¢isla ktera sice maji celo¢iselnou absolutni hod-

notu, ale uvedeny vztah splnuji trividlnim a nezajimavym zpusobem. (Prikladem
by byl vztah 42 + 02 = 42.)

Jak najit ta ,spravnd“ komplexni ¢isla? Odpovéd je prekvapivé jednoducha.
Uvazujme libovolné komplexni ¢islo, napriklad z = 3 + 2i, a spoc¢téme jeho abso-
lutni hodnotu.

|2| = Va? + b =
=V32+22=
=V13

Nahodné zvolené komplexni ¢islo ma absolutni hodnotu v/13. My ale vime, ze
¢islo z? musf mit absolutni hodnotu |z|?, a proto po umocnéni komplexniho ¢isla
z nutné dostaneme pythagorejskou trojici ¢isel.

(3+20)(3+2)=9+12 —4=
=54 12

Zkontrolujme, Ze absolutni hodnota ¢isla 22 je 13.

V(54 120)(5 — 12i) = V25 + 144 =
~ 13

a tim dostavame novou pythagorejskou trojici {5, 12, 13}.
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Provedeme-li tento postup pro obecné ¢islo z, dostaneme predpis pro pythago-
rejské trojice. Zvolme ¢islo z = a + bi a spoc¢téme jeho druhou mocninu.

2* = (a+bi)(a + bi) =
=a® — b* + 2abi
Absolutni hodnota ¢isla z je v/a? + b2, proto absolutni hodnota jeho druhé moc-

niny je a? + b%. Hledany predpis pro pythagorejské trojice je nasledujici. Zvolme
libovolné prirozena c¢isla a, b, pak plati:

(a® — b*)? + (2ab)* = (a* + b*)? (3.12)
¢isla {a® — b2, 2ab, a® + b?} tvoii pythagorejskou trojici.
47 ¢

3t

20 9

Obrazek 3.4: Pythagorejské trojice {3,4,5}

Obrazek znazornuje nejznaméjsi pythagorejskou trojici {3, 4, 5}, sami se muzete
presvedcit, ze dosazenim vétsich hodnot a, b dostaneme méné znamé pythagorej-
ské trojice. Napriklad pro hodnoty a = 94, b = 65 dostaneme pythagorejskou
trojici {4611, 12220, 13061}.

46112 + 12220% = 130612

Inspiraci k napsani této podkapitoly byl ¢lanek [11]
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4. Mocniny, odmocniny a rovnice

Po zavedeni komplexnich ¢isel jsme vytesili nékolik zajimavych tloh, které se
prevazné tykaly geometrie. V této kapitole si ukazeme, pro¢ jsou komplexni ¢isla
vyznamna pro algebru. Zamérime se na feSeni polynomidlnich rovnic. Nejdiive
se podivame, jak se chovaji mocniny komplexnich ¢isel a jak by bylo rozumné
definovat odmocniny komplexnich ¢isel. Postupné se dostaneme az k zakladni
véte algebry.

4.1 Mocniny komplexnich cisel

Mocniny komplexniho ¢isla ¢ miizeme snadno odvodit na zakladé geometrického
znazornéni. Jisté vite, jak snadno umocnovat ¢islo —1: pro sudda n dostaneme
(—1)™ =1 a pro licha n dostaneme (—1)" = —1, coz mizeme ztotoznit s rotaci o
180°. Podobné si rozmyslime chovani mocnin ¢isla ¢. Pfipomenme si, Zze nasobeni
¢islem ¢ v Gaussove roviné odpovida rotaci o 90°, proto se mocniny ¢isla ¢ cyklicky
opakuji. Otoc¢ime-li ¢islo ¢ o 90°, dostaneme c¢islo —1, otoc¢ime-li ¢islo —1 o 90°,
dostaneme ¢islo —i, pri dalsi otoceni se dostaneme do ¢isla 1 a nasledné zpét do
. PTi umocnovani c¢isla ¢ se tedy stale opakuji hodnoty ¢, — 1, —4, 1,7, —1... a
tak déle, jak ukazuje obrézek [4.1]

—1

Obrazek 4.1: Mocniny cisla ¢
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Tento vysledek snadno dostaneme i tipravou:
it =i it =-1

P?=4.i= it =42.% =

Dalsi moznosti je vyuziti Moivreovy véty.

i = cos(g) + Zsm(g)
i" = cos(n;) + Zsm(%)

Jak tedy vyhodnotit vyraz i"? Z¥ejmé (i*)* = 1, proto vysledek zjistime vzorcem:

n=4k+m

Nasobeni komplexnich ¢isel odpovida slozeni rotace kolem pocatku a stejno-
lehlosti, jak ukazuje vztah Vyuzijeme jeden z dusledkti Moivreovy véty

= |z|"(cos(na) + isin(na))
ktery 1ika, jak umocnovat komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru. Tato rovnost

bude pro nase dalsi po¢inani naprosto klicova.

Dalsi moznosti, jak spocitat mocninu komplexniho ¢isla, je pouziti binomické
véty.

(@b =3 (Z) gkt (4.1)

k=0

Priklad 12. Vypocitejte treti mocninu cisla 1+1i pomoci binomické véty i pomoci
Moivreovy vety.

Reseni. Pomoci binomické véty

o)) (-

:1—|—32 — =
=242

Pomoci Moivreovy véty
(1+i) = V2 (
— V2"

(

\/_(\/E—F

COS (%) + ¢sin (Z))g =
cos( 1 —l—zsm(gZ)) =
\/5

2

5=
=24+
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4.2 Rovnice

4.2.1 Binomické rovnice

Odmocnovani komplexnich ¢isel je na rozdil od jejich umocnovani podstatné
slozitéjsi. Zatimco v oboru realnych cisel byla odmocnina definovana pouze pro
nezaporna éislaﬂ v oboru komplexnich ¢isel definujeme n—tou odmocninu pro
kazdé komplexni ¢islo. Nez definujeme odmocninu komplexnich ¢isel, podivejme
se, jak se umocni ¢iselné mnoziny (tj. postupné umocnime vsechna ¢isla dané
mnoziny).

Im(z
Im(z) C ) C

2 By z w
“_ Vi+iV2
l’.
4 w
; [ ]
450 12 4 = 90° 4

Re(z) Re(z

-

(a) (b) 2*

Obrézek 4.2: Druha mocnina komplexnich ¢isel

Na obrazku jsou znazornény druhé mocniny komplexnich ¢isel s absolutni
hodnotou 2. Druhé mocniny téchto komplexnich ¢isel maji velikost 4 a jejich argu-
ment se vynasobil dvéma. Pokud bychom umocnili vSechna komplexni ¢isla s ve-
likosti 2, jejichz obrazy lezi na ¢tvrtkruznici mezi ¢isly 2 a 2i, dostaneme pilkruz-
nici, kterd odpovida komplexnim ¢islim mezi ¢isly 4 a —4 (prochézime-1i kruznici
v kladném smyslu, neboli proti sméru hodinovych rucicek). Na zékladé tohoto
prikladu snadno dospéjeme k zavéru, ze pokud umocnime na druhou vsechna
¢isla z pllkruznice komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou 2, vysledkem budou
vsechna komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 4. Budeme-li postupné umocnovat
na druhou vsechna ¢isla s absolutni hodnotou 2, pak pti postupném znazornovani
vysledki projdeme dvakrat kruznici komplexnich ¢isel s absolutni hodnotou 4.

Na zékladé této ivahy mtzeme uhodnout feseni tzv. binomickych rovnic, coz
jsou rovnice ve tvaru 2" = w.
Priklad 13. Naleznéte vsechna komplexni cisla, kterd splnuji rovnici:

23 =8, (4.2)

IPro liché odmocniny je mozné definovat odmocninu pro vSechna realnd ¢isla.
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Resend. Ziejmé budou fesenim komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 2. P¥i umoc-
néni na treti se argument kazdého komplexniho ¢isla zvétsi trikrat. Proto hleddme
takové argumenty komplexnich ¢isel, které po vynasobeni budou rovny celému
nasobku 27 (coz odpovidd argumentu ¢isla 8). Takovych argumenti existuje ne-
koneéné mnoho. V zékladnim intervalu [0, 27) se jednd pouze o argumenty 0, 27
a %’T. Resenim rovnice jsou proto &isla

20 — 2
z7 =2 (cos (2;) + ¢ sin (2;)) =—1+3i
29 =2 <cos (4;) + 2sin (4;)) = —1—+3i

Nyni si feknéme, jak bychom chtéli definovat odmocninu komplexniho ¢isla.
Uvazujme rovnici

2 =w (4.3)

Chceme najit takova ¢isla, kterd po umocnéni na n—tou budou rovna w. Z pred-
chozi avahy vime, ze takovych ¢isel zfejmé existuje pravé n. Nyni se podivame,
jak nalézt vSechna komplexni cisla, ktera toto splnuji.

V goniometrickém tvaru mizeme ¢isla o velikosti W zapsat takto:

z = /|w| (cos a + i sin «)
Po umocnéni na n dostaneme dle Moivreovy véty

2" = |w| (cos(na) 4 isin(na))

Po umocnéni bude vysledkem ¢islo w pravé tehdy, kdyz argument na bude v
zékladnim tvaru roven argumentu ¢isla w, ozna¢me arg(w) = f+2km, kde k € ZE|

na = [+ 2knw

Resenim jsou ¢isla s argumentem o = @, kde k € 7Z. Snadno zjistime, ze
pro k staci uvazovat ¢isla z mnoziny {0,1,2,..(n — 1)}, nebot pro k = n dostaneme
argument o« = L#% = g + 27, coz odpovida stejnému argumentu jako volba
k = 0, jelikoz nezélezi na pricteni celych ndsobki 2. ReSenim rovnice jsou
¢isla ve tvaru

| w| (cosﬁ_l—n%l7T + isin W) , kde k € {0,1,2,..(n — 1)}. (4.4)

<nich & P HAcnE. mits it brictent o .
2 Argument komplexnich ¢fsel neni uréen jednozna¢né, mize se lisit pfictenim celoéiselného
néasobku 27
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Obecné tedy plati, ze pti feSeni rovnice dostaneme n komplexnich ¢isel,
ktera tuto rovnici splnuji. Jako n—tou odmocninu z téchto ¢isel nebudeme vybi-
rat jedno konkrétni ¢islo, ale budeme za n—tou odmocninu komplexniho ¢isla w
povazovat kazdé komplexni ¢islo, kterd spliuje prislusnou rovnici 2" = w.

Definice 9. Pro kaZdé n € N je n—td odmocnina {/z komplexniho cisla z kazZdé
komplexni cislo w splnujici rovnici

w =z

Reseni rovnice nam dava primy predpis pro nalezeni odmocniny komplex-
niho ¢isla. Zobrazime-li n—tou odmocninu komplexniho ¢isla v Gaussové rovine,
dostaneme pravidelny n—iuhelnik (plati pouze pro n > 2, aby byl vysledkem ale-
sponi trojuhelnik). Na obrazcich vidime znézornéné feseni rovnic z° = 1 a
" =1+1.

Im(z) (C Im(z) C

0 1 Re(z) Re(z)

(a) 25 =1 (b) 2" =1+

Obrézek 4.3: Binomické rovnice

Ve druhé kapitole jsme si odvodili tvrzeni 2] které mizeme pouzivat pii hleddni
korent. Naptiklad pii feSeni binomické rovnice [4.2] jsme nalezli tii kofeny, z nichz
jeden byl realny a zbylé dva komplexni, provazané komplexnim sdruienim.ﬂ Dal-
$fm piikladem je feseni rovnice 2% = 1 uvedené na obrazku . Naproti tomu
rovnice 7 = 1 + i nespliiuje pfedpoklady véty a jeji komplexni kofeny nejsou po
dvou komplexné sdruzené. []

Diive se misto ¢isla i pouzivalo znaceni y/—1, které je sice na prvni pohled
intuitivnéjsi nez oznaceni ¢, ale jiz pri druhém pohledu vidime, ze takové znaceni
bohuZel koliduje s definici komplexni odmocniny. Rovnice 22 = —1 nem4 pouze
jedno feSeni, které bychom mohli oznadit jako v/—1. ReSenim této binomické

rovnice jsou dvé hodnoty {i, —i}.

3Pii pouziti této véty nezapominejte na kontrolu pfedpokladtl véty. Je tieba ovéfit, Ze koe-
ficienty rovnice jsou realna cisla.
4To vidime z obrazku, nebot rozmisténi kofenti neni osové soumérné podle redlné osy.
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4.2.2 Kvadraticka rovnice

Jistym problémem pfi feseni kvadratickych rovnic v oboru realnych cisel je to,
ze neni mozné zarucit existenci reseni, protoze se pti vypoctu mohla vyskytnout
nedefinovand odmocnina ze zdporného cisla. Komplexni odmocnina je naproti
tomu definovana pro kazdé komplexni ¢islo, proto odmocniny zapornych ani ji-
nych komplexnich ¢isel nebudou predstavovat netesitelny problém. Uvazujme kva-
dratickou rovnici s koeficienty a, b, c € C, a # 0.

az’4+bz+c=0

Rovnici s koeficienty z oboru komplexnich ¢isel mtizeme upravovat stejné jako
kvadratickou rovnici v oboru realnych ¢isel, proto formule pro vyjadreni korent
rovnice pomoci diskriminantu ztistane nezménéna.

—b+Vb? — 4dac

2a

(4.5)

212 =

Druhé odmocniny komplexniho ¢isla w muzeme spocitat z vyjadieni [£.4] jako:

g .. B B B
{ |w|(cos§—|—zsm§), |w|(cos<2+7r)+zsm<2+7r>)} (4.6)

Timto zpusobem budeme fesit kvadratické rovnice pouze v nejobecnéjsi po-
dobé (tj. rovnici s komplexnimi koeficienty). Nejslozitéjsi ¢asti feseni je druha
odmocnina z komplexniho ¢isla. Vyskytne-li se pod odmocninou zaporné ¢islo w,
vystac¢ime si s jednodussi upravou. Hledané odmocniny odpovidaji ¢islim

(VIwli, = /Jwli} (4.7)

Cisla, kterd odpovidaji druhé odmocniné komplexntho &isla, se 1isi v argumentu
o m. To znamena, ze tato ¢isla se lisi rotaci o 180° kolem pocatku, coz odpovida
vynasobeni ¢islem —1, proto neni treba ve vzorcil4.5{uvazovat znaménka =+, jelikoz
se nam obé znaménka prirozené vyskytnou v druhé odmocniné komplexniho ¢isla.
Muzeme tedy zjednodusit vyjadreni kofenu 27, 2o kvadratické rovnice na

—b+Vb?% — 4ac
2a '

Poznamka. Nezapominejme na to, ze dvé rizné odmocniny maji i kladna realna
¢isla. Naptiklad v/25 odpovidé ¢islim {5, — 5}.

21,2 =

Priklad 14. Vyreste rovnici:
L,
3% +2+13=0

Resend. Vyuzijeme vzorec , nejprve vyjadiime /b — 4ac

Vb2 — dac =+/1—26 =+—-25
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Nyni je treba spocitat odmocninu.
V=25 =4h
Mnozina vSech kofent rovnice je

—1x5

: K ={-1+5i,—1—5i}

212 =

Priklad 15. Vyreste rovnici:
(1+4)2>+(2+2i)z4+i=0
Reseni. Vyuzijeme vzorec , nejprve vyjadifme b2 — 4dac
V2~ dac = /(2 + 2i)? — 4i(1 +1) =
S E T
Vit

Potiebujeme spocitat odmocninu z komplexniho cisla 4 + 44, nejdiive ho preve-
deme do goniometrického tvaru, ozna¢me arg(4 + 4i) = .

|4 + 4] = v/32

4 1 s
VR [
V goniometrickém tvaru vyjadiime /4 + 4i dle .

{2\75(cosg+isin%), — 2\4/§(cosg + 7 sin %)}

Mnozinu vsech korenti dostaneme z [4.5]
p ~2 = 2i+2V2(cos T +isinE) —2— 2 —2V2(cos T +isin])
_{ 2+ 2i ’ 2+ 2 }

sino =

4.2.3 Kubicka rovnice a historie komplexnich cisel

V dnesni dobé se zavedeni oboru komplexnich cisel ¢asto motivuje Tfesenim
kvadratickych rovnic, ale tak se to historicky neudélo. Kvadratické rovnice ob-
cas Teseni mély, jindy ne, coz matematiky prilis netrapilo, jelikoz to odpovidalo
geometrické predstavé. Napriklad pri feseni tlohy o nalezeni pruseciku primky
s kruznici je treba vytesit kvadratickou rovnici. Vysledkem jsou bud dva rtizné
kotfeny, jeden dvojnasobny kofen, nebo rovnice nemé feseni. To hezky korespon-
dovalo s geometrickou predstavou, ze kruznice a pfimka maji bud dva spolecné
body, jeden spoleény bod, nebo se pfimka s kruznici neprotina.

Prvnim podnétem pro studium komplexnich ¢isel bylo feseni kubickych rovnic,
kdy se ukazalo, ze odmocniny ze zapornych ¢isel mohou pii spravném zachéazeni
pomoci k vypocétu vysledku. Poprvé se matematikiim podarilo vytesit kubické
rovnice ve stfedovéku. Zaslouzili se o to matematici Scipione del Ferro, Nicolo
Fontana a jistym zplisobem také Gerolamo Cardano, ktery publikoval praci o
reseni kubickych rovnic svych predchidci. Kréatce si predstavime vzorec, ktery
vyjadiuje feseni kubické rovnice. V dnesni dobé je znam jako Cardantv vzorec.
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Uvazujme kubickou rovnici [4.8] s koeficienty «, 3, v, § € R, kde a # 0.

ar® + B +yr +6=0 (4.8)

Rovnici vydélime koeficientem « a pro zjednoduseni rovnici preznacime

22 4o’ +cx+d=0 (4.9)

Pouzitim substituce 2’ = x — g se nam vzdy podari eliminovat kvadraticky ¢len

kubické rovnice. Proto bez tjmy na obecnosti mtizeme uvazovat kubické rovnice
ve tvaru 4.10}, kde jsme navic prevedli linearni a absolutni ¢len na pravou stranu.
Tento tvar budeme nazyvat normovanym tvarem kubické rovnice.

3 =pxr+q (4.10)

Mame-li kubickou rovnici v normovaném tvaru, muzeme pouzit tzv. Cardantv
vzorec pro nalezeni kofenu. [’

3 q ¢ P o9g ¢
S [ VI A [ SR L M 411
v J2+ 4 27+J2 12 (4.11)

Priklad 16. VyuZijte Cardaniv vzorec k nalezeni korenu rovnice.

22 =31 +2

Reseni. Dosadime koeficienty rovnice do Cardanova vzorce.

I EN CONETANS R NPT
TN TV 27 T2 V1o T

Abychom pochopili uskali tohoto vzorce, musime si uvédomit, ze odmocniny,
které se ve vzorci vyskytuji, jsou definovany jen pro kladna ¢isla, jelikoz zaporna
ani komplexni ¢isla v té dobé jesté nebyla objevena. Matematici zjistili, ze Car-
dantuv vzorec ¢asto vedl k nesmyslnému vypoctu (odmocniné ze zéporného ¢isla)
i v pripadé, ze zname koreny rovnice. Vyzkousejme si to na prikladu.

Vytvorime si kubickou rovnici, u které zname kofenyﬁ

(z+3)(z—1)(r—-2)=2" -T2 +6=0
2} ="Tr -6

5Ve vzorci je pouzita redlnd odmocnina.
6Kofeny jsme zvolili tak, aby rovnice byla v normovaném tvaru.
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Resenim rovnice jsou zfejmé ¢isla —3, 1, 2. Pokusime se nyni vyTtesit tuto rovnici
pouzitim Cardanova vzorce.

_4q @ PP g @ P
T=EN TV Tar T2 1 97
_3y=6, /36 _343 4-6_ /36 343
S\ 2 4 27 2 4 27T
; —100 —100
— 34— 43— —==
T T 57

Pravdépodobné si umite predstavit zklamani matematika Sestnactého stoleti.
Resen{ rovnice jsou redlnd ¢isla, ale pii feSenf rovnice Cardanovym vzorcem jsme
dospéli k odmocniné ze zaporného cisla. Zaroven vime, ze ¢islo 2 je korenem
rovnice. Mohla by skute¢né platit nasledujici rovnost?]

100 ~100
PR B SO bt I, O S ke
T 57

Matematik Rafeal Bombelli narazil na podobnou rovnost a snazil se problém
vyfesit. Na rozdil od ostatnich matematikil se nebal pracovat s vyrazy 4+/—1,
kterym prisoudil spravné aritmetické vlastnosti, které dnes odpovidaji ¢islim =+i.
Podarilo se mu tak tesit i rovnice, jejichz feseni vedlo oborem komplexnich ¢isel.
Presto jesté dlouho poté matematici komplexnim ¢islim prilis nedtivérovali a
oznacovali je Casto za nemozné ¢isla, coz svym zpusobem trva az dodnes, nebot
¢islo @ bézné oznacujeme jako ¢islo imaginarni.

P1i vykladu historie komplexnich ¢isel a kubickych rovnic jsme cerpali infor-
mace z [4] a [12].

4.2.4 Goniometricka substituce pri reseni kubické rovnice

Matematici ukazali, ze bez komplexnich ¢isel nemtzeme pomoci radikélﬁﬁ Vyjé-
drit koreny kubickych rovnic ani v pripadé, ze prislusna kubicka rovnice ma pouze
realné koteny. Ukazeme si, jak koreny vyjadiit pomoci goniometrické substituce.

Mocniny komplexnich ¢isel umime vyjadrit dvéma ekvivalentnimi zptisoby, po-
moci binomické a Moivreovy véty. Souc¢asnym pouzitim a porovnani obou metod
odvodime zajimavé goniometrické identity, které jsou pouzitelné napriklad pri
feSeni rovnic vyssich stupni. Odvodime vzorec pro trojnasobnou hodnotu argu-
mentu funkci sinus a kosinus a pouzijeme tyto vzorce pri feseni kubické rovnice.

"Dnes vime, ze vyrazu na pravé strané odpovidaji dalsi dvé éisla, proto takto uvedend rovnost
neni korektni, to ale matematici v Sestnactém stoleti nevédéli.
8Matematické operace +, —, -, o+
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Uvazujme komplexni jednotku z = cos(a) + isin(a), spoc¢téme tfeti mocninu
pomoci binomické véty a zaroven pomoci Moivreovy véty.

3
(cosoz—i—isina) = cos 3a + 7 sin 3«
. 3 3 3 3. o .
(cosa—l—zsma) = 0 cos” o + 1 2 COS” (v SIn &

3 o 3\. . 3
— cos asin® o — isin® «
2 3

Porovnanim redlné a imaginarni slozky pravych stran dostaneme tyto dva vztahy

cos 3a = cos® o — 3 cos asin®

sin 3a = — sin® a + 3 cos? arsin

V prvni rovnosti se zbavime funkce sinus pomoci vztahu sin? o = 1 — cos? o,
v druhé rovnosti eliminujeme funkci kosinus vztahem 1 — sin? o = cos? a

cos 3a = 4 cos® a — 3cosa (4.12)

sin3a = —4sin® o + 3sin «

Pravé odvozeny vzorec pro trojnasobnou hodnotu argumentu funkce kosinus
vyuZijeme pro nalezeni kotent rovnice [4.10]f

’ —pr=q

4 cos’(a) — 3 cos(a) = cos(3ar)

Na prvni pohled toho tyto dvé rovnice nemaji mnoho spole¢ného, ale vhodnou
substituci upravime rovnici az do tvaru, ktery bude podobny goniometrickému
vzorci pro trojndsobnou hodnotu argumentu. Substituujme z = t¢cos(a), kde
t>0aa«ac(02n).

t3 cos®(a) — pt cos(a) = ¢
4 cos®(a) — 3 cos(a) = cos(3a)
Vynasobime-li prvni rovnici vyrazem t%? dostaneme dvé pozoruhodné podobné

rovnice. Porovnanim koeficienti v rovnicich dostaneme soustavu rovnic, ze které
vyjadiime thel o a parametr ¢, ¢imz uré¢ime neznamou .

9Coz ndmi zvolen4 rovnice splituje.
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Porovnanim koeficienti rovnici vyresime.

4

W,
t2
4q
i cos(3a)

Pravé odvozenou soustavu rovnic muzeme pouzit k nalezeni kofeni rovnice
23 = Tx — 6. Do soustavy rovnic dosadime p = 7 a ¢ = —6.

28

= —_3
12
24

5= cos(3a)

Z prvni rovnice vyjadiime ¢ = \/? a dosadime do rovnice druhé.
= cos(3a)

Za pomoci kalkulacky ziskdme Sest pribliznych feseni pro tihel a € [0,27).

2
ay ~ 0.85707 ag = g o
+27r +47T
a3 =« — = —« —
3 1 3 4 1 3
4
04520614-? 046:—051+27T

Dosazenim do substituéniho vztahu x = ¢ cos(a) dostaneme ptiblizna feseni rov-
nice. Stac¢i dosadit hodnoty a1, as a a3. Dalsi dosazovani je zbytecéné, nebot plati:
ag = 2™ — aq, coz odpovidani prevedeni tihlu do ¢tvrtého kvadrantu, proto plati
cos(ap) = cos(ag). Obdobné vztahy dostaneme také pro ay a as.

28

T~ UgCOS(O.SE)?O’?) ~ 2
28

Ty A \/5008(1.23732) ~ 1
28

T3 A~ \/§008(2.95147) ~ -3

Ziskana TeSeni se shoduji se zvolenymi kofeny rovnice x® = 7z — 6. P¥i praci
s kubickou rovnici jsme Cerpali z [13].
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4.3 Zakladni véta algebry

Zakladni véta algebry popisuje jednu z dilezitych vlastnosti oboru komplex-
nich ¢isel a polynomii. V dnesni dobé studium rovnic a polynom jiz neni tstred-
nim tématem algebry, nicméné stale se jedna o velmi diilezité tvrzeni. PTi rozboru
této véty budeme nahlizet na polynomy jako na funkce komplexni proménné. Uva-
zujme polynom a,z" + a,_12" * + ... + az? + a1z + ag, tento polynom chipejme
jako polynomidlni funkei f(z). Pak zdkladni véta algebry tika:

Véta 5 (Zakladni véta algebry). Oborem hodnot kazdé nekonstantni komplexni
polynomidlni funkce jsou vsechna komplexni cisla.

Existuji rizné formulace zakladni véty algebry. My se v této kapitole poku-
sime vétu spise ukazat nez dokazat, a proto pouzijeme vyse uvedenou formulaci.
Ta nam jinymi slovy tika, Ze polynomy zobrazi komplexni rovinu opét na celou
komplexni rovinu. To mimo jiné znamena, ze kazdy nekonstantni polynom ma
v komplexnich ¢islech koten, protoze podle zakladni véty algebry jisté existuje
komplexni ¢islo, které se zobrazi na nulu.

Véta 6 (Alternativni znéni zékladni véty algebry). KaZdy nekonstantni polynom
ma v oboru komplexnich cisel koren.

Nejdrive se podivame na chovani polynomidlnich funkei ve tvaru f(z) = 2".
V minulych kapitolach jsme se pfesvéddili, ze pokud z probiha kruzmici |z| = R,
pak f(z) probihd kruznici komplexnich ¢isel o poloméru R". Ziejmé pro kazdé
nenulové komplexni ¢islo w nalezneme kruznici o poloméru R se stfedem v po-
catku, kterd prochazi obrazem komplexniho ¢isla w. Bude-li z probihat kruz-
nici o poloméru /R, potom f(2) projde n—krat kruznici o poloméru R. Proto
musi existovat komplexni ¢islo, které se zobrazi na ¢islo w. Nula se pri zobrazeni
f(2) = 2™ zobrazi opét na nulu. Tim mame ovérenu platnost zakladni véty al-
gebry pro polynomidlni funkce ve tvaru f(z) = 2". Jelikoz nasobeni komplexnim
¢islem odpovida slozeni stejnolehlosti a rotace, musi platit zakladni véta algebry
i pro polynomy ve tvaru f(z) = az". Nasledujici obrazek ukazuje nékolik kruznic
zobrazenych funkei z2.

Im(z) C

Im(z)

f(z)

(AN
\J4 9 16 Re(z)

(AN —
o=

Obrazek 4.4: Zobrazeni kruznic pii f(z) = 22
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4.3.1 Obecné polynomy

Dale ukazeme platnost zakladni véty algebry i pro obecné polynomialni funkce.
Nejedna se o uplny a presny dikaz, pouze naznacime jeho podstatné myslenky.
Uvazujme polynomy ve tvaru:

f(2) = an2" + an12"" + ...+ a2z’ + a1z + ay,

kdeneN, a;€C,i€{0,1,2,....,n}aa,#0.

Pro zacétek je dobré si uvédomit, jaky bude obraz nuly pii f(z). Jednoduchym
vypoctem zjistime, ze obrazem bude absolutni ¢len polynomu.

Déle muzeme odhadnout, co bude obrazem, pokud pfi f(z) bude z probihat
kruznice s velmi malym, nebo naopak s velmi velkym polomérem. Pokud z probiha
kruznice s velmi velkym polomérem R, ukazeme si, jak se bude chovat f(z).

~1 2
f(z2) =anz" +an 12" + ...+ az” + a1z + ag ~ a,z",

Vedouci ¢len polynomu preroste zbylé cleny, proto f(z) bude probihat kiivku,
kterd se blizi kruznici o poloméru |a, |R™ se stfedem v poc¢atku. Obdobné muzeme
odhadnout obraz f(z), bude-li z probihat kruznici o velmi malém poloméru r E

~1 2
f(2) =an2" +an 12" + .t apz” a1z +ag ® a1z +ag

Tentokrat cleny polynomu s vyssi mocninou budou naprosto zanedbatelné ve-
likosti, proto f(z) bude probihat kiivku blizici se kruznici o poloméru |a;|r se
sttedem v ag. Pro r blizici se k nule kruznice konverguje do jediného bodu ay.

Re(z) Re(z)

Obrazek 4.5: Véta o mezikruzi

10R4dové mensim neZ jedna.
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Kdyz uz se funkce f(z) chovad témér jako kruznice, muzeme pouzit stejnou
uvahu jako pro funkce ve tvaru f(z) = az". Obrazek shrnuje dosavadni po-
znatky. Zelend cast roviny se zobrazi na zelenou ¢ast rovinyﬂ a modra ¢ast roviny
se zobrazi na modrou ¢ast rovinylﬂ

Pozndmka. 7 obrazku muzeme vypozorovat jednoho znamé matematické tvr-
zeni. Pokud bychom hledali kofen polynomu f(z), obrazek napovidd, ze staci
prohledat hodnoty mezi modrou a zelenou kruznici. Tento vysledek je oznacovan
jako véta o mezikruzi. Aby byl uzitecny, museli bychom co nejlépe odhadnout
velikosti kruznic.

Zbyva vyrtesit, jak bude vypadat f(z), bude-li z probihat libovolnou kruznici
z bilého mezikruzi. Obrazy takovych kruznic mohou vypadat velmi rtznorodeé.
Na obrazku je zndzornéno, jakou kiivku vykresli f(z), probiha-li z kruznici o
poloméru 1.

Im(z) C

Re(z)

Obrazek 4.6: Obraz jednotkové kruznice pfi f(z) = 2° — 622 +323 — 22 +62+1+1

Tato krivka se rtizné deformuje v zavislosti na tom, jak velkou kruznici z pro-
biha. Navzdory vSem deformacim ztstanou zachovany dvé dilezité vlastnosti.
Ktivka bude vzdy uzaviena a spojita. Zjednodusené to znamend, ze se kiivka
nikdy nerozpoji. Zaroven vime, ze pii zmensujicim se |z| se kfivka postupné blizi
k bodu, ktery odpovida absolutnimu ¢lenu polynomu. To ale znamena, ze li-
bovolné ¢islo a, jehoz obraz A lezi v bilém mezikruzi, je ,chyceno* pomalu se

1 To odpovidé zobrazovani kruznic s velkym polomérem.
12To odpovidé zobrazovani kruznic s malym polomérem
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deformujici kiivkou, ktera drive ¢i pozdéji nutné musi prochézet bodem A, jeli-
koz se sama priblizuje jedinému bodu. Prochéazi-li kiivka bodem A, pak nutné
musi existovat jeho vzor pri zobrazeni f. Jelikoz jsme zvolili ¢islo a libovolné,
musi to platit pro kazdé kazdé ¢islo. Tim jsme ukézali, ze kazdé komplexni ¢islo
pri zobrazeni f ma vzor, ¢imz je demonstrace zakladni véty algebry dovrsena. Na-
sledujici t¥i obrazky ukazuji, Ze kiivka f(z) musi alespori jednou projit bodem A.

e : c m(2) i C Im(2) :

N 5
.
3
2
1

1414

sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

12 3 4 5 6 1

0
- Re(z)
-2

-3

(a) |z]=0.84 (b) |7 =0.67 (c) |2=0.6

Obrazek 4.7: Deformujici se kiivka f(z) = 25 — 621 + 322 — 22+ 6z +1+i v
zévislosti na zmensujici se hodnoté |z|

Nasledujici obrazky ukazuji, jak se prubézné deformuje krivka polynomialni
funkce f(z) = 2% + z + 1, probiha-li z postupné kruZnice o zmensujicich se polo-
mérech.

Tm(z)

C C Im(z) C

Re(z) &J Re(z)

(a) |z|=2 (b) |z|=1.8 (c) |z|=1.7

_

2
&)

Im(z) A C Im(z) A C Im(z) A C

Re(z)

S),

S

5

(d) |2|=1.33 (e) |z|=1 (f) |2=0.44

Obrazek 4.8: Deformujici se kiivka f(z) = 22 + z + 1 v z4vislosti na zmengujici
se hodnoté |z|

Pro nazornost muzeme vsechny obrazky spojit do jediného tak, abychom
mohli pozorovat plynule se ménici krivku. Uvazujme nyni plochu S nad Gaus-
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sovou rovinou. Kazdy jeji fez rovinou, ktera je kolmé k vertikalni ose ve vysce
R odpovida kfivee, kterd vznikne funkei f(z), probiha-li z kruznici o poloméru
R. Obrazky ukazuji plochu, kterou by vytvorila funkce f(z) = 2% + z + 1.
Na fezech v obrazku (b) vidime kfivky, které odpovidaji rovinnym kfivkdm z
obrézku [4.8]

Tm(2) | (=) |

(a) Plocha S (b) Rezy rovinami kolmymi k veritkalni ose

Obrazek 4.9: Plocha S dand funkef f(2) = 22 + 2+ 1

Pokud bychom chtéli nyni ukazat, ze pro libovolné ¢islo komplexni roviny exis-
tuje vzor, odpovida to nalezeni pruseciku rovnobézky s vertikdlni osou s plo-
chou S, coz znazornuje obrazek [£.10]

n

Obrazek 4.10: Plocha S odpovidajici funkei f(z) = 22+ 2z + 1

Na obrazku jsme nalezli dokonce dva rtizné priseciky s plochou S, coz odpovida
poc¢tu feseni kvadratické rovnice a = 22 + z + 1, kde A je obrazem komplexniho
c¢isla a. Takovyto ditkaz zakladni véty algebry miize byt proveden i formalné, jeho
autorem je Mike Hishhorn. [14] Jeho dikaz je do zna¢né miry inspirovan prvnim
dikazem zdkladni véty algebry, ktery publikoval C. F. Gauss v roce 1799. [12]
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5. Exponencialni funkce

V této kapitole kratce a nazorné probereme nékolik zakladnich informaci o
komplexni exponencialni funkci. Pokusime se vysvétlit jeji geometrické chovani a
trochu nastinime, proc je zrovna tato elementarni funkce tak vyznamna.

Pozndmka. V oboru redlnych c¢isel bylo zvykem rozliSovat exponencialni funkce
dle zakladu. V oboru komplexnich ¢isel tomu nebude jinak, az na konvenci, ze
pokud zaklad exponencidlni funkce neni upfesnén, pocita se s tim, ze se jedna o
exponencialni funkci o zdkladu Eulerova ¢isla e. Pripomenme proto definici cisla e.

n—oo

1\n
= 1li 14+ — 5.1
e im ( + n) (5.1)
Podobné muzeme také definovat redlnou exponencidlni funkei.

e = Jim (14 2)" = lim (1+7) (52)

Hlubsi poznatky tykajici se komplexnich ¢isel se neobejdou bez exponencialni
funkce, ktera je se svymi vlastnostmi v mnoha oblastech matematiky zcela nepo-
stradatelnd. Dle slov Waltera Rudina[l|se dokonce jedna o nejdtilezit&jsi matema-
tickou funkci. Abychom ji spravné porozumeéli, je tfeba si nejdiive rozmyslet, jak

spocitat funkéni hodnoty exponencialni funkce a jak je znézornit.

V oboru redlnych ¢isel ma exponencidlni funkce pomérné ocekavané vlastnosti,
dané vlastnostmi nasobeni.

Dalsi charakteristickou vlastnosti exponencialni funkce je funkéni hodnota
v bodé 0.

=1

Nasim cilem je rozsitit tuto funkei na obor komplexnich ¢isel. Nez to ale prove-
deme, musime nejdrive vyTesit jeden znac¢né netrividlni problém, neni totiz viibec
ziejmé, jak bychom méli definovat mocninu, jejimz exponentem je komplexni
¢islo. To nam zajisti identita znama jako Euleriv vzorec.

5.1 Euleruv vzorec

P1i studiu komplexnich ¢isel matematici narazili na jeden z nejpozoruhodnéj-
sich matematickych vzorci, ktery je dnes znam jako Eulertv vzorec.

em+1=0 (5.3)

! Profesor matematiky a autor zndmé uéebnice matematické analyzy
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Tato kratka, elegantni, le¢ velmi slozita identita propojuje nékolik vyznamnych
matematickych konstant, které na prvni pohled nemaji mnoho spole¢ného, ale
diky komplexnim ¢islim je mizeme vzajemné provazat. V této sekci se podivame,
jak tento vztah odvodit.

cis(a) := cos(a) + isin(«)

Nejdrive se blize podivame na to, jak se funkce cis(«) chova. Jednu velice
dilezitou vlastnost objevime pouzitim vzorce [2.24] S nové zavedenym znacenim
vztah preformulujeme do nasledujici podoby:

cis(a) - cis(fB) = (cosa +isina) - (cos f + isin f) =
= cos(a+ ) +isin(a+ f) =
= cis(a + 5)

Pro lepsi predstavu o chovani funkce cis(a) si spoc¢téme funkéni hodnotu v
bodé 0.

cis(0) = cos(0) +isin(0) =1

Nyni uz néktefi z vas jisté tusi, ze funkce cis(«) je jenom upravend exponencialni
funkce, coz muzeme pozorovat na nize uvedenych vlastnostech.

e a’=1 e cis(0) =1

o G — g% . q¥ o cis(a + ) = cis(a) - cis(f5)

Toto tuseni je spravné, zbyva uz jen zjistit, jaky je zaklad této exponencialni
funkce. Dosazenim se pokusime spocitat, o jaky zdklad se jedna. Dosadme do
funkce cis(«) hodnotu 7.

a” = cis(m) = cos(m) + isin(7) = —1 (5.4)

Z tohoto vysledku nejsme prilis nadseni, nebot vime, ze redlna exponencialni
funkce je kladna pro kazdé x € R, proto mezi redlnymi ¢isly zadné reseni nena-
lezneme. Mohla by vyse uvedena rovnice platit, pokud bychom uvazovali a € C?
Mohla by exponencidlni funkce nabyvat i zapornych hodnot? Vysledek miizeme
uhodnout. Chceme, aby a™ = i?, dosazenim a = i* dostaneme vysledek.

Vidime, ze v komplexnich ¢islech lze uvazovat reSeni rovnice 5.4} a dokonce jsme
takové TeSeni nalezli: a = i%, ale pro dalsi vyuziti neni prilis Vhodn. Nicméné
uz vime, ze ma smysl takové feseni hledat, a proto se nyni pokusime vymyslet
jiny zpusob odvozeni hledaného zakladu a.

2Uprava tohoto vyrazu vyzaduje pokrocilé znalosti.
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Vyuzijeme toho, Ze je nam dobre znadma geometrickd interpretace nasobeni
komplexnich ¢isel. Jedna se o stejnolehlost a rotaci, a pokud zvolime komplexni
¢isla primo na jednotkové kruznici, bude koeficient stejnolehlosti 1, a v tomto
pripadé muzeme néasobeni komplexnich ¢isel znazornit jen jako rotaci. Jelikoz
umocnovani ¢isla je opakované nasobeni, znazornime mocninu jako opakovanou
rotaci o stejny thel. Podivejme se, jak vypada umocnovani komplexniho ¢isla
z = cos = +isin 7. Snadno nahlédneme, Ze plati:

2" = (COSW + z'smw> =-1 (5.5)
n n
Im(z)
)
3o = ...
2 2w
*T6
w
o = —
6
-1 1 Re(2)

Obrézek 5.1: Vztah [5.5(pro n = 6

Cislo z n-krét vynasobime samo se sebou, neboli n-krat otoéime o tihel =, Pri
poslednim otoceni se dostane do ¢isla —1. Pro dostatecné velké n mizeme pouzit
odhady funkeci sin(”) a cos(™), nebot jejich argumenty se budou blizit k nule.

Q

sin(z)

Q

T T .7 T
cos— +isin—~1+ —
1 n n n

cos(x)

Pocitejme dale s timto odhadem pro velké hodnoty n, neboli pro velmi malé
hodnoty argumentu .

T .. m\" T\ "
z”z(cos—i—zsm) %(1—1—)
n n n

Na pravé strané se objevil vyraz, jenz napadné pripomina definici Eulerova
¢isla e, respektive exponencialni funkce. Pro n — oo dostanemeﬂ

—1 = lim 2" = lim (1 + z7r> =™ = ()"
n

n—oo n—o0

3Formalni odfivodnéni druhé rovnosti je relativné slozité, piedpoklddejme platnost na za-
kladé odhadt funkénich hodnot goniometrickych funkei.
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Hledany zéklad a nasi exponenciely je ¢islo e'. Pric¢tenim jedné na obé strany
rovnosti ihned dostavame Eulertv vzorec.

em+1=0 (5.6)

Krom tohoto hezkého vzorce se nam také podarilo vyjadrit funkei cis(«r) jako
exponencidlni funkci o zakladu e’. Plati:

cos(a) +isin(a) = cis(a) = e (5.7)

Tento vysledek ihned pouzijeme, ukazeme si, ze exponencialni funkci muzeme
vyjadrit libovolné nenulové komplexni ¢islo. Uvazujme komplexni ¢islo z v goni-
ometrickém tvaru, dosazenim [5.7] dostaneme:

z = |z|(cos(a) + isin(a)) = |z]e™ (5.8)

Takové vyjadieni nazyvame exponencidlnim tvarem komplexniho cisla.

Definice 10 (Exponencidlni tvar komplexniho ¢isla). Exponencidlni tvar nenu-
lového komplexniho ¢isla z je vijraz |z|e', kde |z| je velikost komplezniho ¢isla a
¢ je jeho argument.

z = |z|e*

Priklad 17. Vyjddrete cisla 3i a V2 +ivV2 v goniometrickém a exponencidlnim
tvaru.

Reseni. Argument &isla 3i je 5, absolutni hodnota ¢isla 3i je 3, proto muzeme

rovnou zapsat vysledek jako:

. m .. T iZ
31 = 3(0085 +zsm§) = Je'2
Absolutni hodnota &sla v/2 + iv/2 je rovna /2 +2 = 2, argument « ziejmé
nalezneme v prvnim kvadrantu z rovnice:

. V2
COSOé:SHlCY:7 — =

N

Vyjadieni ¢isla v/2 + iv/2 v goniometrickém a exponencidlnim tvaru je:

\/§+i\/§:2(cos%+isin£) — 2¢i%

5.2 Geometricky vyznam imaginarni mocniny

Od zacatku této préace se snazime o geometrické znazornéni komplexnich c¢i-
sel a jejich operaci. S¢itani odpovida souctu vektort, nasobeni odpovida slozeni
rotace a stejnolehlosti, proto neni prekvapenim, ze i umocnovani komplexnich
¢isel mizeme chapat jako slozeni rotace se stejnolehlosti. Teprve nyni vime, jak
se vyporadat s exponencialni funkci, ktera je definovana pro libovolné komplexni
¢islo.
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Uvazujme funkci f(z) = e* s definicnim oborem C. Dosadme do funkce f
libovolné komplexni ¢islo z = a + bi, pak plati:

f(2) = fla+bi) =™ = e %

Vyraz e? je redlnym ¢islem. Vynasobeni timto ¢islem proto odpovida stejnoleh-
losti. Zajimavéjsi je vyraz e, ktery dle vzorce odpovida rotaci o b radianii.

Je dobré si uvédomit, pro¢ je vhodné definovat exponencidlni funkci zrovna o
zakladu e. Pro matematickou analyzu je tato volba nejvyhodnéjsi z divodu di-
ferencidlniho a integralniho poctu, nebof exponencialni funkce o tomto zakladu
oplyva mnoha vlastnostmi, které jsou vzajemné propojeny, nicméné i pii geome-
trické interpretaci tuto volbu musime nélezité ocenit. Co by se stalo, kdybychom
uvazovali exponencialni funkci o zakladu naptiklad 27

2 = ¢ion2 — cog(aIn 2) 4 i sin(aln 2) (5.9)

Pti tprave vyrazu jsme ukazali, Ze i pro exponencialni funkce s jinym za-
kladem muzeme vypocet znazornit jako rotaci a stejnolehlost, ale bohuzel rotace
nebude o thel a. V tomto pripadé se jedné o rotaci o thel (In2)a radidnu. Jisté
uznate, ze mnohem rozumnéjsi volbou pro vyjadieni komplexnich ¢isel je expo-
nencialni funkce o zédkladu e.

Exponencidlni funkce je idedlnim néstrojem pro upravy vyrazi, pocitani od-
mocnin a feseni binomickych rovnic, jelikoz mizeme velmi zestrucnit zapis. Na-
priklad Moivreovu vétu muzeme zapsat takto:

ia\" ino
() =e

Moivreova véta prepsana pomoci exponencialniho tvaru komplexniho ¢isla uz
nevypada zdaleka tak zajimavé jako v goniometrickém tvaru, jelikoz primo vy-
plyva z vlastnosti exponencialni funkce. Podobné miizeme zestruc¢nit mnohé dalsi
vysledky z pfedchozich kapitol. Uvedme napriklad vzorec|2.26| pro vypocet podilu
komplexnich ¢isel, ktery je pro komplexni ¢isla v exponencidlnim tvaru naprosto
zjevny.

ECE] pilo—5)

wle® — Juwl
Priklad 18. Vyreste rovnici a vysledky zapiste v exponencidlnim tvaru.

LV
2 2

- 5t

Reseni. Na pravé strané je komplexni jednotka s argumentem 7, proto mnozina

4
feseni rovnice (viz. 4.4) je:

K ={e®t% ke{01,2 3}
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Pouzitim dostaneme pro x € R nésledujici vztahy vyjadiujici goniomet-
rické funkce pomoci exponencidlni funkce.

Re(e™) = e+2€ = cos(x) (5.10)
Im(e'®) = & _2,6 = sin(z) (5.11)
1

Vyse uvedené vztahy se casto berou jako definice goniometrickych funkei.
V tuto chvili by se vsak jednalo o definici kruhem, nebot exponencidlni funkci
umime zavést pouze za pomoci Eulerova vzorce, pravé diky goniometrickym funk-
cim. Proto vyse uvedené vztahy chapejme zatim jen jako zajimavé propojeni ele-
mentarnich funkci.

5.3 Zavedeni exponencialni funkce

V zavéru této kapitoly definujeme exponencialni funkci tak, jak se obvykle
zavadi pti studiu komplexni analyzy. Nez tak uc¢inime, rozmyslime si jeden priklad,
ktery se ukaze byt nepostradatelnym pti dalsim studiu.

5.3.1 Soucet geometrické rady

Uvazujme geometrickou fadu redlnych ¢isel 1 + x + z%..., kde z € (-1, 1).
Znamym trikem muzeme odvodit soucet této rady.

Sy =14+x+2%. +2" 42"

xS, = r+2i 4+ "
Rovnice odecteme
S, — xS, =1— "
Vytkneme S, a po vydéleni vyrazem (1 —x) dostaneme vzorec pro soucet prvnich

n ¢lent geometrické posloupnosti.

1 — gntt

S, = (5.12)

1—2
Limitnim procesem pro n — co dostaneme vzorec pro soucet nekonecné geomet-
rické rady
1
1l—x

S=> a"= (5.13)
n=0

A7 do této chvile jsme pracovali s realnymi ¢isly, nicméné pro komplexni ¢isla
muzeme provést tytéz ipravy, a proto tento vzorec snadno rozsifime i pro obor
¢isel komplexnich.

Doposud jsme ale neupresnili, kdy geometricka rada konverguje k uvedenému
souctu. V oboru redlnych ¢isel je to snadné, staci uvazovat x € (—1,1). Pro ktera
komplexni ¢isla bude fada konvergovat?
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Staci si predstavit, jak vypadaji mocniny komplexniho é&sla. Cislo postupné
otac¢ime kolem nuly a zaroven umocnujeme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla,
jak ukazuje nasledujici obrazek [5.2]

7 z

(a) z = 0.84 4 0.64i (b) z = 0.73 + 0.55i

Obrézek 5.2: Mocniny komplexniho ¢isla 2z

Obrazek (a) ukazuje mocniny komplexniho ¢isla, které mé absolutni hod-
notu vétsi nez jedna. Obrazek (b) ukazuje mocniny komplexniho ¢isla, které ma
absolutni hodnotu mensi nez jedna. Mocniny komplexni jednotky by svou abso-
lutni hodnotu neménily.

Na obrazku [5.3| je porovnan soucet geometrické posloupnosti pro kladné realné
¢islo x a pro komplexni ¢islo z se stejnou absolutni hodnotou. Jednotlivé mocniny
komplexnich ¢isel vektorové secteme. Z trojihelnikové nerovnosti je hned zrejmé,
ze pokud Tada konverguje pro kladné realné ¢islo x, pak bude konvergovat i pro
vsechna komplexni ¢isla, ktera maji stejnou nebo mensi absolutni hodnotu.

Im(z)
Im(z)
0 Re(z) 0 Re(z)
(a)xz%az:%—i—% (b)x:§azzé+i’

Obréazek 5.3: Soucet prvnich deseti ¢lenti geometrické posloupnosti pro z € R a
ze€C
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Podobnym zptisobem zdtvodnime konvergenci obecné komplexni mocninné
rady. Jelikoz konvergence pro kladné realné ¢islo implikuje konvergenci mocninné
rady pro kazdé komplexni ¢islo se stejnou nebo s mensi absolutni hodnotou, mi-
zeme mnozinu komplexnich ¢isel, pro ktera rada konverguje, znazornit jako kruh.
Nejvetsi realné ¢islo, pro které plati, Zze pro libovolné komplexni ¢islo s mensi
absolutni hodnotou fada konverguje, se nazyva polomér konvergence/]

V nasem prikladu s geometrickou radou by byl polomér konvergence jedna,
nebot pro kazdé komplexni ¢islo s absolutni hodnotou mensi nez jedna bude rada
konvergovat.

5.3.2 Definice exponencialni funkce

vvvvv

matické analyzy. Vyuzijeme Taylorovu fadu funkce e”.

2 ZES 00 "

xr
Telt4ad o =y
‘ SECTIRET )

(5.14)

Tato fada konverguje pro kazdé realné ¢islo, proto rada konverguje i pro kazdé
komplexni ¢islo. Vyuzijeme této fady k definici exponencidlni funkce komplexni
proménné.

Definice 11. Pro libovolné komplexni cislo z € C definujme exponencidlni funkci

mocninnou Tadou
o0 Z?’L

e’ = - (5.15)
n=0 """

S touto definici exponencidlni funkce mtzeme vyuzit vztahy a defi-
novat goniometrické funkce pomoci funkce exponencidlni.

Na zavér ukazeme, jak se da komplexni funkce znazornit. Znazornovani kom-
plexnich funkci je pomérné slozité, protoze prirazuje dvourozmérné komplexni
roviné ¢isla z dvourozmérné komplexni roviny. Pro nakresleni grafu bychom po-
trebovali ¢tyTi dimenze.

Misto funkcéni hodnoty jsme v grafu vyznacili absolutni hodnotu funkéni hod-
noty. Abychom neztratili informace o funkéni hodnoté, obarvili jsme graf. Barva
grafu zachycuje argument funkéni hodnoty. Funkéni hodnota je tedy vyjadiena
pomoci absolutni hodnoty a argumentu v podobé obarveni grafu. Vsimnéte si
naptiklad, ze komplexni exponencidlni funkce je periodicka s periodou 27i, coz
ovérime pouzitim Eulerova vzorce.

ez+2z’7r _ 6262z’7r — ez(eiw)Z — 62(_1)2 — ez

4Jelikoz jde o text uréeny studentiim stiednich §kol, zAmérné zde nepouZivime termin supre-
mum.
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Obrazek 5.4: Graf funkce e*

Pokud bychom samostatné uvazovali funkci e, kde za t bereme pouze redlna
¢isla, dostaneme v komplexni roviné kruznici, kterou budeme probihat v kladném
sméru stale dokola. Kdybychom bodtim kruznice pridali tfeti souradnici, ktera by
odpovidala hodnoté parametru ¢, dostali bychom parametrizovanou sroubovici,
kterd je zndzornéna na obrézku [5.5]

Im(z)
N

o o

Obrazek 5.5: Sroubovice
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Pripomenme si, jak jsme zavedli vztahy, které vyjadrovaly goniometrické funkce
pomoci exponencidlni funkce. Nyni je miizeme chapat jako definice.

it | =it

cos(t) := Re(e") = 64_26

' it _ it

in(t) ;= Im(e") = ——~—
sin(t) m(e"”) 5

V nasem grafu to odpovida pravotihlym pramétiim sroubovice, jak je ukdzano
na obrazku 5.6

12 P ' P\e(z)

Obrézek 5.6: Definice goniometrickych funkei
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Z.aver

Cilem této prace bylo vytvorit ucebni text na téma komplexnich éisel, urceny
pro ¢tenare vyssich rocniktt gymnazii a prvnich ro¢nikt vysokych skol. Prace se
zameéruje na geometrické pojeti komplexnich ¢isel, které je vhodné pro seznameni
se s timto ¢iselnym oborem. Pokusili jsem se ukazat, ze studium komplexnich ¢isel
muze byt pro studenty velmi zajimavé a bylo by velkym zjednodusenim povazovat
je napriklad jenom za vhodny prostiedek k feseni kvadratickych rovnic, a¢ jsou
tak na stfednich skolach nékdy zjednodusené prezentovana.

Na rozdil od béznych stredoskolskych materiali se ¢tenar v této préaci se-
znami také s hlubsimi poznatky z algebry a matematické analyzy, které jsou zde
vysvétleny tak, aby je ¢tenaf mohl pochopit bez pokrocilé znalosti matematiky.
Prace by méla ¢tenare presvédcit, ze pri studiu komplexnich lze dojit k pozoru-
hodnym vysledktim, jako naptiklad odvozeni jednoduchého vzorec pro vypocet
obsahu pravidelného n-tthelniku nebo Heronova vzorce. K zajimavym zavérim
vede i geometricka interpretace komplexnich cisel, na zédkladé které jsme vytesili
problém hledéni pythagorejskych trojic a seznamili jsme se se slavnym Eulerovym
vzorcem. To vSe by mélo ¢tenare podnitit k dalsimu studiu.

Prace zdaleka nevycerpala vSechna témata, ktera by byla vhodna pro rozsiteni
sttedoskolské latky. Zajimavé by naptiklad bylo propojeni linearni algebry a kom-
plexnich ¢isel ¢i rozsireni latky o kruhovou inverzi a propojeni s neeukleidovskou
geometrii.

Vérime, ze takto podany vyklad prispéje k tomu, aby byl obor komplexnich
¢isel pro zaky i studenty smysluplny a 1épe predstavitelny.
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